Tema 7: INTRODUCCION A LOS CONTRASTES DE
HIPOTESIS PARAMETRICOS Y TEST DE BONDAD
DE AJUSTE.

1 Introduccion

El objetivo de los contrastes de hipétesis estadisticos no es otro que el de desarrollar procedi-
mientos que nos permitan aceptar o rechazar una hipotesis que se emite acerca de un pardametro
u otra caracteristica de la poblacién como puede ser el modelo teérico asociado a la variable
con la que trabajamos. Asi, podemos distinguir dos grandes grupos:

e Pruebas de HIPOTESIS paramétricas. Si suponemos que la v.a. poblacional X
tiene una distribucién de probabilidad conocida fy(z), donde # es el parametro poblacional
desconocido, estas técnicas nos permitan aceptar o rechazar una hipotesis que se emite
acerca del pardmetro ¢ a partir de la informacién proporcionada por una muestra extraida
de la poblacién X.

e Test de bondad de ajuste cuyo objetivo es determinar si los datos se ajustan a una de-
terminada distribucién, esta distribucién puede estar completamente especificada (hip6te-
sis simple) o dependiente de uno o varios parametros (hipétesis compuesta).

En todos estos problemas existe una poblacién en estudio y el modelo matematico que se crea
para el estudio de estos problemas, presupone la existencia de una variable aleatoria cuya
distribucién de probabilidad (conocida o no) depende de un cierto pardmetro conocido o des-
conocido y sobre estas bases establecemos una prueba estadistica para determinar la validez
o no de ciertas suposiciones. Nosotros, en un primer momento nos ocuparemos de
los contrastes de hipé6tesis encaminados a la obtenciéon o estudio de los distintos
parametros poblacionales. En una segunda etapa desarrollaremos procedimientos
que nos permitar avalar o descartar la suposicén sobre el modelo tedérico asociado
a la poblacién.

Ejemplol: Un investigador en medicina puede proponer que un nuevo farmaco es mds
eficaz que otro para curar una enfermedad. Para probar su teorfa, selecciona al azar un grupo
de pacientes afectados por la enfermedad y los divide aleatoriamente en dos grupos. Se aplica
el nuevo medicamento a uno de los grupos y el medicamente antiguo a los pacientes del segundo
grupo. Posteriormente, el investigador debe decidir, basado en el nimero de pacientes curados
en cada uno de los dos grupos, si el nuevo farmaco es mas eficaz o no que el anterior.

Ejemplo2: Podemos suponer que la duracién asociada a las bombillas de un cierto fa-
bricante sigue una distribucién normal de media 1800 y de varianza 30 horas, y pretendemos
realizar alguna investigacién para saber si esta hipétesis o proposicién sobre el modelo asociado
es verdadera o falsa, es decir, podemos tomar la decisién de aceptar o rechazar la hipétesis de
que la distribucién normal sea correcta para modelizar la duracién de dichas bombillas.
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En muchos aspectos el procedimiento formal de las Pruebas (o test) de Hip6tesis es similar al
método cientifico. Las etapas fundamentales en todo contraste de hipétesis son las siguientes:

1. Se formula una suposicién (hipétesis) sobre la poblacién objeto de estudio.
2. Selecciona una muestra de la poblacion

3. Comprueba si los datos estdn o no de acuerdo con la hipotesis planteada, es decir compara
la observacién con la teorfa:

(a) Si lo observado es incompatible con lo tedrico entonces se rechaza la hipdtesis
planteada.

(b) Si por el contrario lo observado es compatible con lo teérico entonces no podemos
rechazar la hipétesis planteada y por tanto asumiremos que la hipétesis es cierta.

Nota.- Resulta importante destacar que el "no rechazar" la hipétesis planteada no es
equivalente a "demostrar" que dicha hipétesis es cierta.

2 Elementos basicos de un Contraste de Hipdtesis.

e Hipdétesis estadistica: Afirmacion que se hace sobre el valor del pardmetro poblacional
u otra caracteristica de la poblacién objeto de estudio. La formulacién de la hipotesis
que se quiere contrastar implica establecer dos hipétesis mutuamente excluyentes que se
denominan:

— Hipdétesis nula=H, (Se asume cierta mientras no se es capaz de demostrar su
falsedad).

— Hipdtesis alternativa=H; (Hipé6tesis complementaria a Hy).

e La terminologia de aceptar y rechazar una hipdtesis estadistica debe quedar
clara:

— Rechazar la hipdétesis significa concluir que ésta es falsa en virtud de la informacién
obtenida a partir de una muestra (conclusién fuerte).

— Aceptar la hipétesis significa que no se tiene suficiente informacién para rechazarla
y, por lo tanto, se acepta (conclusién débil).

Aunque se habla de probar la hipétesis nula, hay que tener presente que el OBJETIVO
del estudio es:

Demostrar el fundamento de la hipétesis alternativa

si tal fundamento se justifica.

e Regla de decisién:

— Se seleciona una m.a.s. de la v.a. poblacional, X7, Xs, ..., X,,, vy se define el Estadis-
tico del contraste, T'=T(X1, Xa, ..., X,,).
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— Definiremos una Zona Critica o de Rechazo= R: formada por todos aquellos
valores del estadistico de contraste que por ser excesivamente grandes o pequenos
resultan poco probable que ocurran cuando Hj es verdadera.

— Calcularemos el valor concreto que toma el estadistico para la realizaciéon muestral
que tengamos, T'(z1, xg, ..., T,) = tg, —>

( Rechazaré Hy y diremos que

t Y ' \
0 €= { los datos apoyan la hipdtesis alternativa.
Aceptaré Hy y diremos que los datos

to §é R =

\ no presentan argumento en contra de Hy.

e Tipos de errores: Sin embargo, tanto en el caso de aceptar como de rechazar podemos
estar sujetos a equivocarnos, es decir a rechazar una hipétesis siendo verdadera o bien
aceptarla siendo falsa. Como se muestra en la siguiente tabla, existen cuatro posibles

conclusiones:
Hy VERDADERA Hy FALSA
ACEPTA H, Decision CORRECTA ERROR TIPO I1
Decision
RECHAZAR H, ERROR TIPO I Decision CORRECTA

Cada uno de estos dos errores tiene asociada una probabilidad que se denota por:

a = P(ERROR TIPO I) = P(Rechazar H, / Hy Cierta)

se le llama nivel de significacion del test y se identifica con el drea de la regién de rechazo,
ya que mide, en cierta manera, el peso de la evidencia a favor del rechazo de la hipétesis nula.

3 = P(ERROR TIPO II) = P(Aceptar Ho / H, Falsa)

De donde,

1 — a = P(Aceptar Hy / Hy Cierta)

se le llama nivel de confianza del test, y

1 — 8 = P(Rechazar H, / Hy Falsa)

se le llama Potencia de la prueba ya que representa la probabilidad de rechazar de manera
correcta una hipdtesis que es falsa.

El test 6ptimo seria aquel en el que a = § = 0. Pero para un tamano muestral fijo, cuando
disminuye la probabilidad de cometer uno de los dos errores aumenta la probabilidad de cometer
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el otro tipo de error. El tratamiento de ambos errores no es el mismo, es decir, un error tiene
mds importancia que el otro. El ejemplo tipico es el de un juicio, donde

Hy="el acusado es inocente”

H,="el acusado es culpable”

por lo que,

error tipo I = “CONDENAR al acusado siendo INOCENTE”

error tipo II = “ABSOLVER al acusado siendo CULPABLE”

Como es méas grave cometer un error tipo I que un error tipo II, el criterio que se sigue es
fijar una cota para la probabilidad de error tipo I antes de efectuar el test y elegir, de entre
todos los test que verifican esta condicién, aquel que minimice la probabilidad de error tipo
II (Test uniformemente mas potente a nivel de significacién «a). 'Como informacién, es
preciso destacar que no siempre existe este tipo de contraste.

3

1.

6.

Procedimiento para realizar un Contraste de Hipétesis

Formulamos la hipétesis nula y la alternativa:

Hgl
Hll

Fijamos la probabilidad del error tipo I, . Es frecuente fijar

a = 0.1, 0.05, 0.01 = 90%, 95% o 99%, respectivamente, de confianza

Definimos el estadistico de contraste T' = T'(Xy, Xs, ..., X,,) cuya distribucién de proba-
bilidad es conocida bajo la hipdtesis de que Hy es verdadera.

Definiremos una Zona Critica o de Rechazo= R utilizando la distribucién de proba-
bilidad T'(X3, Xa, ..., X;,) v «, es decir,

a=P(T(X1,Xs,...,X,) € R/ Hy es cierta)

Calcularemos el valor concreto que toma el estadistico para la realizacién muestral que
tengamos, T'(x1, xa, ..., T,) = tg, =

Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza
to € R=
y diremos que los datos apoyan la H;.

Aceptaré Hy al 100(1 — @)% de confianza
to ¢ R =
y diremos que los datos no presentan argumento en contra de H,.

Conclusiones de naturaleza no estadistica.
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3.1 El p —valor o nivel critico de la prueba

A pesar de que se recomiendan valores pequenos para «, la seleccién del valor de o para aplicarlo
a un andlisis es algo arbitrario. Ademas, es claro que, el resultado final del test depende a qué
nivel de significacién se trabaje. Esto es, con una misma muestra, podemos rechazar H, con
a = 0.05 y aceptarla con o = 0.04. Par evitar esta dificultad, en la practica se ha adoptado,
el enfoque del p — valor (valor que siempre recogen los paquetes estadisticos cuando se realiza
un contraste). Intuitivamente, el p — valor nos mide el peso de la evidencia a favor de rechazar
H 0-

Definicidén 1: Se define el p — valor de un test al minimo nivel de significacién que nos lleva
a rechazar H,.

Definicidn 2: Se define el p — valor de un test a la probabilidad de la regién critica que

determina el estadistico de la prueba.

Una vez que el p —wvalor se ha determinado, la conclusién para cualquier nivel de significacién
« prefijado resulta de comparar el p — valor con a:

Siel p—wvalor <a = Rechazamos H, al nivel a.

Siel p—wvalor >a = Aceptamos H, al nivel a.

Generalmente:

e Un p—walor > 0.1 = Nos confirma la aceptaciéon de Hy, con tanta més seguridad cuanto
mayor sea el p — valor.

e Un p —walor < 0.01 = Da mucha confianza de que rechazar H, es la decisién correcta,
cuanto m&s pequeno sea el p — valor més confianza habra de que rechazar es la decisién
correcta.

e En situaciones intermedias, el p — valor indica que el resultado del test es ambigiio, de
forma que serfa recomendable elegir otra muestra de mayor tamano y repetir el contraste.
En resumen tenemos que:

p —valor > 0.1 = Aceptamos H,
p —valor < 0.01 = Rechazamos H,

0.1 < p—walor <0.01 = Caso dudoso

4 Contrastes paramétricos.

En este tipo de contrastes la hipdtesis nula se efectiia sobre el valor de un pardmetro poblacional.
Asi si denotamos por 6 a un determinado pardametro poblacional y por 6y un valor concreto
(o € R) . Tenemos varios tipos de posibles contrastes:

e — Contraste BILATERAL: Cuando las hipétesis se establecen como sigue
Ho. 0 = 00
Hy. 0+#6,
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— Contraste UNILATERAL: Cuando las hipétesis se establecen como sigue

Ho. 9:00
H. 9>90

— Contraste UNILATERAL: Cuando las hipétesis se establecen como sigue

Hy. 0:90
Hi. 9<00

Para las pruebas de este tipo, el p — valor se calcula como sigue:

. Hy. 0= 90
2P(Uy >| uo |),  para una prueba de dos colas: { Hy. 040,

2

— 3 - HO 9 = 60

p — valor= P(Uy >|ug |), para una prueba de cola superior: { He 0> 6,
. . . H(); 8 - 6)()

P(Uy < — | up|), parauna prueba de cola inferior: { H. 0 <0,

\

donde Uy es el estadistico del contraste y ug es el valor que toma dicho estadistico para la

muestra que tengamos.

Veamos los casos més usuales de este tipo de contrastes:
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4.1 Contraste de hipdtesis para la media ;1 de una poblacién normal,
X ~ N(u,0), con g conocida

(a) Contraste BILATERAL:

{HO: K=o
Hl: M?AMO

donde 1, es un valor prefijado con el que queremos comparar /.

e Fijamos «

e Estadistico del contraste: La media muestral X ~ N (i, i) bajo Hy = Al tipificarla

n

X —
tenemos que Zy = Bo N(0,1) bajo Hy

o/v/n

e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

06F

0sf

04r

03f

02r

a/2
oA}

-Z
1-0/2 Zl-(X/Z

Encontramos que:
R={z/ 2> 2z_q2, 0bien, 2 < —z1_4/2}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(x1, z2, ..., T,) = Zo,
entonces si

2z € R={ Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza

2z ¢ R={ Aceptaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

(b) Contraste UNILATERAL:

Hy, = o
Hl: /JJ>/JJO

donde i, es un valor prefijado con el que queremos comparar .

e Fijamos «

X — o
a/\/n

e Estadistico del contraste bajo Hy: Zy = ~ N(0,1)
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e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

nEL region de rechazo

0sr
0.4+
03k

02k

01k /

Encontramos que:

R={z/2>z_4a}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(z1, 3, ...

entonces si

z € R = { Rechazar¢ Hy al 100(1 — a)% de confianza

2 ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — )% de confianza
(c) Contraste UNILATERAL:

Ho. p=py
Hy p < pg
donde i, es un valor prefijado con el que queremos comparar .

e Fijamos «

X — g
a/v/n

e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

e Estadistico del contraste bajo Hy: Zy = ~ N(0,1)

7xn) = 20,

0gk Regidn de rechazo
0str
04
03
0.2
o
01F \
D 1
5 0 5
-Zl—a
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Obtenemos que:
R={z/2<—-2z_4}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(x1, T, ..., T,) = 2o,

entonces si

z € R={ Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza

2 ¢ R={ Aceptaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

Nota: Cuando la v.a. poblacional X no sea necesariamente normal con E(X) = py Var(X) =

o2, el contraste de hipétesis para la media poblacional obtenido sigue siendo valido para mues-

tras grandes via el Teorema Central del Limite, ya que de esta manera podemos asegurar que
2

_ o
X se distribuye aproximadamente segtin una N(u, —) cuando n es grande.
n

Para las pruebas de distribuciones normales presentadas hasta ahora, el p — valor se calcula

como sigue:
( Hy. p=p
2P(Zy >| 2z |), ara una prueba de dos colas: : - o
(Zo >| 20 1) b p {le 1w g
p — valor= P(Zy>| 2z |), para una prueba de cola superior: Ho: o= g
Hy. p> g
P(Zy < —|2|), parauna prueba de cola inferior: Ho. 1= 1o
Hl: 2! < Ho

\

donde Zj es el estadistico del contraste y zp es el valor que toma dicho estadistico para la

muestra que tengamos.

4.2 Contraste de hipétesis para la media ;1 de una poblacién normal,
X ~ N(u,0), con g desconocida

(a) Contraste BILATERAL:

{HO: = Ko
Hl: M%MO

donde i, es un valor prefijado con el que queremos comparar .

e Fijamos «
e Estadistico del contraste bajo Hy: Ty = X - Ho th_1
S/\/n

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales
Universidad Politécnica de Cartagena

industriales
esHEFET

9



e Determinamos la regién de rechazo= R:

06 8

0.4+

02F

01+t

Encontramos que

R = {t / t> tn—l;l—oz/Q o bien t < _tn—l;l—a/2}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Ty(z1, x2, ...

entonces si

to € R = { Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza

to ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — @)% de confianza
(b) Contraste UNILATERAL:

Hoy. p= Ho
H 1. M > Ho
donde 1, es un valor prefijado con el que queremos comparar .

e Fijamos «

X — g ~t
S/\/ﬁ n—1

e Estadistico del contraste bajo Hy: Ty =

e Determinamos la regién de rechazo= R:

06

05k

0.4

03F

02F

01F

7xn) - tO;

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales

industriales Universidad Politécnica de Cartagena
Lo L

10



Encontramos que
R = {t / t > tn—l;l—a}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Ty(z, o, ..., T,) = to,
entonces si

to € R = { Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza

to ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — )% de confianza

(c) Contraste UNILATERAL:

Ho. p=py
H;, M < Hg

donde 1, es un valor prefijado con el que queremos comparar /.
e Fijamos «

X — 1y ~t
S/\/ﬁ n—1

e Estadistico del contraste bajo Hy: Ty =

e Determinamos la regién de rechazo= R:

06t

05t

Encontramos que

R = {t / t < —tnfl;lfa}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Ty(z1, X2, ..., T,) = to,
entonces si

to € R = { Rechazaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

to ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — a)% de confianza
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Para las pruebas de distribuciones normales presentadas hasta ahora, el
como sigue:

p — valor se calcula

( 2P(To >[ to |) para una prueba de dos colas: Ho. 1 = Ho
0 0 ) . HI: S # MO
p — valor= P(Ty >|to|), para una prueba de cola superior: Ho. ' p= pyg
0 01/ . Hl: s :
P(Ty < —|to]), para una prueba de cola inferior: Ho: 1= pho
- 7 Hl: w< [

donde Tj es el estadistico del contraste y tog es el valor que toma dicho estadistico para la

muestra que tengamos.

4.3 Contraste de hipétesis para la proporcion

(a) Contraste BILATERAL:

Hy. p=po
Hi. p#po

donde pg es un valor prefijado con el que queremos comparar p.

e Fijamos «

. 1- :
e Estadistico del contraste: La proporcién muestral p ~ N (po, M) bajo Hy = Al
n
tipificarla tenemos que Zy = PP N(0,1) bajo Hy
po(1 = po)
n

e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

06r .
04r

02r
af2

01t \

“Ziap Zi0

Encontramos que:
R={z/ 2> z_q/2, 0 bien, z < —z1_q/2}

Escuela Técnica Superior de |
Universidad Po

industriales
esHEFET

ngenieros Industriales
litécnica de Cartagena

12



e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(x1, T2, ...

entonces si

z € R = { Rechazar¢ Hy al 100(1 = a)% de confianza

2 ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — «)% de confianza

(b) Contraste UNILATERAL:

Hy, P = Do
Hi. p>po

donde i, es un valor prefijado con el que queremos comparar f.
e Fijamos a
P — Do

Po(1 — po)
n

o Estadistico del contraste bajo Hy: Zy = ~ N(0,1).

e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

0L region de rechazo

0sp
04p
03f
02p

01k

Encontramos que:

R={z/z2>2z_4a}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(x1, T2, ...

entonces si

z € R = { Rechazar¢ Hy al 100(1 — a)% de confianza

2 ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — )% de confianza

(c) Contraste UNILATERAL:

Hy. P = Do
Hi. p<po

donde i, es un valor prefijado con el que queremos comparar .

7*1:71) = 20,

71:71) = 20,
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e Fijamos «

e Estadistico del contraste bajo Hy: Zy = S R N(0,1).
po(1 — po)
n

e Determinamos, en la distribucién N (0, 1), la regién de rechazo= R:

0El Region de rechazo |

0atr .

Ly

Obtenemos que:
R={z/2<—-2z_4}

e Calculamos el valor del estadistico para la muestra que tengamos Zy(x1, xa, ..., T,) = 20,
entonces si

z € R={ Rechazaré Hy al 100(1 — )% de confianza

2 ¢ R={ Aceptaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

Para las pruebas de distribuciones normales presentadas hasta ahora, el p —valor se calcula

como sigue:
( 2P(Zy >| 20 |) para una prueba de dos colas: Ho. p=po
| " Hi: p# po
p—wvalor={ P(Zy>| z|), parauna prueba de cola superior: Ho. p=po
, Hy. p>po
P(Zy < —| %), para una prueba de cola inferior: Ho: p=po
: Hy. p<po

donde Zj; es el estadistico del contraste y zp es el valor que toma dicho estadistico para la
muestra que tengamos.
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4.4 Generalizacién al caso de dos poblaciones.

De manera andloga a lo visto anteriormente podemos plantear contrastes de hipétesis que
nos permita estudiar la validez de suposiciones que relacionan un mismo pardmetro en dos
poblaciones. Asi:

4.4.1 Contraste para para la diferencia de medias en poblaciones normales con
varianzas conocidas.

e Contraste BILATERAL:

{ Ho. iy = fo
Hl: Ml#/’b

donde 1, y py son las medias de las dos poblaciones objeto de estudio.

1. Siguiendo el mismo esquema que en el caso de una poblacién, tenemos:

01

X; ~ N(uy,01) = X1 ~ N(pty, —)

g

02

Xy ~ N(jig, 02) = Xo ~ N(jig, ——)

g

donde n; y no representan los tamanos muestrales utilizados en la poblacién X; y
X, respectivamente.

2. De manera andloga a lo visto para intervalos de confianza, se tiene que el estadistico
del contraste bajo Ho(p; = p15),vendra dado por:

Zo = Xi—Xo ~ N(0,1)

2 2
a4 %
ni n9o

siendo X; y X5 las respectivas medias muestrales.

3. Calculamos el valor del estadistico para las muestras observadas

ZO(IH, X112, 43 Tingy L21, T22, -+ $2n2,) = 20,

entonces si

2z € R= { Rechazaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

2z ¢ R={ Aceptaré Hy al 100(1 — )% de confianza

siendo la regién de rechazo= R calculada a partir de la distribucién N(0,1):
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06|

04
03

02
o2 a2

01} \

“Zy.af2 Zyap

R={z/ 2> z_q2, 0 bien, 2 < —z1_4/2}

e De manera andloga se construyen los test unilaterales correspondientes.

4.4.2 Contraste para para la diferencia de medias en poblaciones normales con
varianzas desconocidas y distintas.

e Contraste BILATERAL:

{ Ho. iy = pg
Hl: Ml#/’b

donde 1, y py son las medias de las dos poblaciones objeto de estudio.

De manera andloga al caso anterior se tiene que:

Yl —Yz - (Ml - Mz)

2 2
3 52
ny ng

~

siendo
k =min(ny — 1,ny — 1).

Por tanto el estadistico del contraste bajo Hy (1; = i5),vendrd dado por:
X, - X

514 5

niy nag

siendo Xy Xo, y 87 y 53 las respectivas medias y varianzas muestrales.

~
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e Calculamos el valor del estadistico para las muestras observadas

TO(Illa L12y -0y Tlngy X215 L225 -+ I2n2,) = o,
entonces si

to € R = { Rechazar¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

to ¢ R={ Aceptaré¢ Hy al 100(1 — a)% de confianza

siendo la regién de rechazo= R:

0B .

05F b

0.4F

0.1F

-5 et 0 G tan 5

siendo:
R=A{t/ [t| > tka-as2}

— De manera anéloga se construyen los test unilaterales correspondientes.

4.4.3 Contraste para para la diferencia de medias en poblaciones normales con
varianzas desconocidas pero asumimos que son iguales.

e Contraste BILATERAL:

{ HO: H1 = M2
Hy py # py

donde p; y p5 son las medias de las dos poblaciones objeto de estudio.

— En este caso se tiene que una buena estimaciéon para la varianza comin viene dada
por:
ny — 1)5% + (le — 1)5%
Ny + Ng — 2

(
52 =

y en esta situacion se tiene:

XI_X2_(N1_N2)

~ tn1+n272
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Por tanto el estadistico del contraste bajo Hy,vendra dado por:

X1 - %o — (1 —
Ty = 1 2 (Nl N2) SN A

La region critica sera por tanto:

06+ Regén de rechazo ‘
05+ _
04F _
03
02F

01f

n
I

!

“lnin -2.1-a/2
13

— De manera anéloga se construyen los test unilaterales correspondientes.

4.4.4 Contraste para para la diferencia de dos proporciones.

e Contraste BILATERAL:

Ho: P1 = D2
Hy. m %pz

donde p; y py son las proporciones de las dos poblaciones objeto de estudio.

— Siguiendo el mismo esquema que en el caso de los intervalos de confianza, tenemos:

* (X1, X192, ..., Xiny ) una m.a.s. de tamanio n; de una v.a. X; ~ B(ny,p1)
x (Xo1, Xog, ..., Xo,) una m.a.s. de tamano ny de una v.a. Xy ~ B(ng, ps)

ﬁl —2/9\2 - (pl —pz)

~ N(0,1)
\/pl(lfpl) + p2(1—p2)
ni no
Por tanto, bajo Hy (p1 = pa):
Ty = P1— P2 ~ N(0,1)
\/ﬁl(l—ﬁl) | B2(1-2)
ni ng

donde p; y p» representan las proporciones muestrales obtenidas, y ny y ns
representan los tamanos muestrales utilizados en la poblacion X; y X, respec-
tivamente.
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— Calculamos el valor del estadistico para las muestras observadas

Zo($117 L12y -ory Llngs 21, L22y -4y I2n2,) = 20
entonces si

z € R= { Rechazaré Hy al 100(1 — @)% de confianza

2z ¢ R={ Aceptaré¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

siendo la regién de rechazo= R:

06

05 1-a

0.4

0.3 .

D2t i
af2 o/2

0.1+ \ 1

L1012 Zyap

R={z/ [2| > 210/}

e De manera andloga se construyen los test unilaterales correspondientes.
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5

5.1

Test de Bondad de ajuste

Las pruebas de bondad de ajuste tienen por objetivo determinar si los datos se ajustan a
una determinada distribucion:

{ Ho, X ~ Fy(x)
. X = Fy(z)

es decir, la poblacién objeto de estudio tiene como distribucién de probabilidad asociada
Fy(x), frente a que esta afirmacién no es cierta.

Como indicamos, la distribucién fijada en Hy depende de un pardmetro o vector de
parametros 6. Asi nos enfrentamos a dos situaciones:

— Hipdétesis Simple: La Hipdétesis Hy contempla el valor de 6. (hipétesis simple)

— Hipétesis Compuesta: La Hipotesis Hy tinicamente contempla en modelo teérico
y no el valor de sus pardmetros (hipétesis compuesta). En este caso, el valor de 6 se
estima a partir de los valores observados de X, es decir, la muestra tiene una doble
utilidad, por una lado se utiliza para realizar la estimacion de dicho pardmetro y por
otro lado para determinar la veracidad del modelo propuesto en Hy

Este tipo de pruebas estdn disenadas para variables aleatorias discretas con un niimero
finito de valores o bien para continuas. En algunas situaciones, en el caso de variables
continuas, los valores observados de la variable se agrupan en un nimero finito de clases.

Test de bondad de ajuste basados en la distribucién y?

Estan disenados para variables aleatorias discretas con un nimero finito de valores, si esto
no ocurriese los valores de la variable se deberan agrupar en un nimero finito de clases
verificando ciertas condiciones.

El fundamento bésico de este tipo de pruebas es la comparacién de las frecuencias absolu-
tas observadas y las frecuencias absolutas esperadas, calculadas a partir de la distribucién
tedrica fijada en la hipotesis Hy.

Desarrollo de la prueba:

— Sea (X1, Xy, ..., X,,) una m.a.s. de una v.a. X. Asumiremos que las observaciones
proceden de una distribucién discreta o bien se ordenan en k intervalos de clase. En
el caso discreto, las clases se correponderdn con los valores que toma dicha variable
y en el caso continuo deberemos hacer nosotros las clases como ocurria con los
histogramas.

— Denotaremos por o; la frecuencia observada en la clase i.

— Calcularemos la frecuencia esperada, e;, para el intervalo i-ésimo, a partir de la
distribucién de probabilidad hipotética.

— El estadistico usado en esta prueba viene dado por:

k 2
0; — €
Xo = lu—e)
i=1

€;
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— Bajo la hip6tesis H, el estadistico 2 sigue una distribucién 2, siendo el nimero de
grados de libertad:

+x Hipétesis simple: r =n — 1.

x Hipétesis compuesta: r = n — 1 — d, siendo d el nimero de parametros de la
distribucién estimados.

— El rechazo de Hj re producird cuando existan grandes discrepacias entre los valo-
res observados y esperados. Por tanto, la regién critica vendrd dada por valores
excesivamente grandes de 2.

Xo € R = { Rechazaré¢ Hyal 100(1—~ «)% de confianza

xg ¢ R={ Aceptar¢ Hy al 100(1 — )% de confianza

siendo la regién de rechazo= R:

R={x5 / x> X’1_o}

— Nota.- Una limitacién bastante recomendable en la practica para este tipo de prue-
bas, es la de no llevar a cabo el contraste cuando la frecuencia esperada de
alguna clase sea menor que 5, para evitar problemas en la aproximacion de la
distribucién usada a la verdadera distribucién. Entonces, en los casos en los que esta
condicién falle, deberemos hacer una nueva agrupacién y/o agrupar clases
adyacentes con poca frecuencia hasta que se verifique que la frecuencia esperada
de todas las clases sea superior a 5.

5.2 Test de Kolmogorov.

e Este test estd disenado para el caso de variables aleatorias continuas.

{myxwﬂm
Hl: X F[)(.I')

e Se basa en el concepto de la funcién de distribucién empirica (F},)y sus propiedades como
aproximacién de la funcién de distribucién teérica. Asi, si (X, Xo, ..., X,,) es una m.a.s.
de una v.a. X, se define la funcién de distribucién empirica como la frecuencia relativa
acumulada de los datos observados:

Fi(e) = (z %) _#esn

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales
industriales Universidad Politécnica de Cartagena
wsERET

21



5.3

El estadistico del contraste viene dado por:

D,, = sup [F,(z) — Fy(x)]

z€ER

Al igual que en el caso del test Ji-cuadrado, existen dos posibles situaciones , que los
parametros de la distribucién de referencia sean fijado en la hipétesis Hg (hipdtesis sim-
ple) o que por el contrario se tomen las estimaciones realizadas a partir de los valores
observados (hipétesis compuesta). El rechazo de Hy re producird cuando existan grandes
discrepacias entre los valores observados y esperados. Por tanto, la regién critica vendra
dada por valores excesivamente grandes del estadistico D,,.

Los valores maximos permitidos para el estadistico D,, que permiten asumir que H, es
cierta se encuentran tabulados en las siguientes tablas.

— Tabla Kolmogorov-Smirnov.

— Tabla Lilliefors: Vilida para poblaciones normales en los que se estiman sus
pardmetros a partir de la muestra.

En los anexos del final se presentan las tablas correspondientes a estos con-
trastes.

Test de Shapiro-Wilks.

El test de Shapiro-Wilk es un test especifico para la distribucién normal y resulta ser muy
adecuado para el caso de muestras pequenas, usualmente inferiores a 50 datos. Dicha
prueba se basa en estudiar el ajuste de los valores observados representados en un grafico
de probabilidad normal.

El estadistico del contraste se basa en una medida de dependencia lineal entre los valores
observados (z(1), Z(2), .-, Z)) ¥ (Cin, Cans -, Cnn) siendo :

— (z(1), T(2), ---, T(n)) los valores observados ordenados de manera creciente, esto es:
T1) S x@2) < e S T(n)-

X —
—cpn=F <M> bajo la hipétesis de normalidad. Usualmente:

o
g [i=3/8
o n+1/4

donde @ representa la funcién de distribucién normal tipica (N (0, 1)).
El valor del estadistico del contraste viene dado por:

2
[Z @ (T(n—j1) — %’))}

W =

1
n - s2

siendo:

= YT 4=

El estadistico W de Shapiro-Wilks mide la fuerza del ajuste con una recta.
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5.4

Se rechaza la hipétesis de normalidad cuando el valor obtenido para el estadistico W es
menor que el proporcionado en la tabla correspondiente.

La prueba de Shapiro-Wilks estd considerada como la prueba més potente para muestra
inferiores a 30 datos.

En los anexos del final se presenta la tabla correspondiente a este contraste.

Graficos QQ.

La técnica conocida como graficos Q-Q se basa en la comparacién grafica entre los per-
centiles de una distribucién observada frente a los percentiles de la distribucién tedrica,
si el grédfico obtenido muestra una relacién cercana a una linea recta sobre la diagonal,
entonces éste sugiere que los datos provienen de la distribucién propuesta.

Si bien, como hemos comentado anteriormente es una técnica grafica su uso estd muy
extendido, por su simplicidad, en el caso de distribuciones continuas y muy especialmente
en el caso normal.

Al no ser un contraste formal no nos proporcionard ningin valor que permita tomar una
decisién, mds bien la decision es algo subjetiva del investigador. Por tanto puede ser
considerada como un primer paso antes de plantear un contraste formal.

DistanciaSDst_A B

morm quantdes
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TABLAS PARA EL ESTADISTICO D, en los test de Kolmogorov- Smirnov y
Kolmogorov- Smirnov (Lilliefors)

Valores criticos de D,=|F,(x)-Fo(x)| donde F.(x) representa la distribucion empirica y Fy(x) la
distribucion bajo la hipdtesis H,.

Test de Kolmogorov-Smirnov
Nivel de confianza de 0.90 ; 0.95 y 0.99

Correccion de Lilliefors para Normalidad
Nivel de confianza de 0.90; 0.95y 0.99

1-a 1-a
n 0,90 0,95 0,99 n 0,90 0,95 0,99
4 0,56522 0,62394 0,73424 4 0,352 0,381 0,417
5 0,50945 0,56328 0,66853 5 0,315 0,337 0,405
6 0,46799 0,51926 0,61661 6 0,294 0,319 0,364
7 0,43607 0,48342 0,57581 7 0,276 0,3 0,348
8 0,40962 0,45427 | 0,54179 8 0,261 0,285 0,331
9 0,38746 0,43001 | 0,51332 9 0,249 0,271 0,311
10 0,36866 0,40925 | 0,48893 10 0,239 0,258 0,294
11 0,35242 0,39122 | 0,4677 11 0,23 0,249 0,284
12 0,33815 0,37543 0,44905 12 0,223 0,242 0,275
13 0,32549 0,36143 0,43247 13 0,214 0,234 0,268
14 0,31417 0,3489 0,41762 14 0,207 0,227 0,261
15 0,30397 0,3375 0,4042 15 0,201 0,22 0,257
16 0,29472 0,32733 0,39201 16 0,195 0,213 0,25
17 0,28627 0,31796 0,38086 17 0,189 0,206 0,245
18 0,27851 0,30936 0,37062 18 0,184 0,2 0,239
19 0,27136 0,30143 0,36117 19 0,179 0,195 0,235
20 0,26473 0,29408 | 0,35241 20 0,174 0,19 0,231
21 0,25858 0,28724 | 0,34426 21 0,17 0,186 0,226
22 0,25283 0,28087 | 0,33666 22 0,167 0,182 0,22
23 0,24746 0,2749 0,32954 23 0,164 0,179 0,213
24 0,24242 0,26931 0,32286 24 0,161 0,176 0,207
25 0,23768 0,26404 0,31657 25 0,158 0,173 0,2
26 0,2332 0,25908 0,30963 26 0,155 0,171 0,197
27 0,22898 0,25438 0,30502 27 0,153 0,168 0,194
28 0,22497 0,24993 0,29971 28 0,15 0,166 0,192
29 0,22117 0,24571 0,29466 29 0,147 0,163 0,19
30 0,21756 0,2417 0,28986 30 0,144 0,161 0,187
>30 1,22/vn | 1,36/Vn | 1,63/Vn >30 | 0,820/vn | 0,890/vn | 1,040/Vn
Nota.- Un valor empirico superior al correspondiente valor de la tabla, indica el rechazo de la

hipétesis Ho,
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Valores criticos del estadistico W para la prueba de Shapiro & Wilks

1-a

N 0,9 0,95 0,99

3 0,789 0,767 0,753
4 0,792 0,748 0,687
5 0,806 0,762 0,686
6 0,826 0,788 0,713
7 0,838 0,803 0,73

8 0,851 0,818 0,749
9 0,859 0,829 0,764
10 0,869 0,842 0,781
11 0,876 0,85 0,792
12 0,883 0,859 0,805
13 0,889 0,866 0,814
14 0,895 0,874 0,825
15 0,901 0,881 0,835
16 0,906 0,887 0,844
17 0,91 0,892 0,851
18 0,914 0,897 0,858
19 0,917 0,901 0,863
20 0,92 0,905 0,868
21 0,923 0,908 0,873
22 0,926 0,911 0,878
23 0,928 0,914 0,881
24 0,93 0,916 0,884
25 0,931 0,918 0,888
26 0,933 0,92 0,891
27 0,935 0,923 0,894
28 0,936 0,924 0,896
29 0,937 0,926 0,898
30 0,939 0,927 0,9

31 0,94 0,929 0,902
32 0,941 0,93 0,904
33 0,942 0,931 0,906
34 0,943 0,933 0,908
35 0,944 0,934 0,91
36 0,945 0,935 0,912
37 0,946 0,936 0,914
38 0,947 0,938 0,916
39 0,948 0,939 0,917
40 0,949 0,94 0,919
45 0,953 0,945 0,926
50 0,955 0,947 0,93

Nota.- Un valor empirico inferior al correspondiente valor de la tabla, indica el rechazo de la

hipétesis H, (normalidad).
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