Tema 5: MUESTREO Y DISTRIBUCIONES MUESTRALES.

1 Introduccion.

Objetivo de la Inferencia Estadistica:

|Estudiar una caracteristica entre los individuos de una poblacién de referencia

;,Cémo lo conseguiremos?

Estudiando la caracteristica de interés entre los individuos que integran una muestra

que es un subconjunto representativo de la poblacion

Pretendemos generalizar las conclusiones que se obtengan estudiando la muestra
a toda la poblacién y dar una medida de la confianza de nuestras conclusiones.

Para ello debemos de seleccionar al azar los individuos que integran la muestra.

Ejemplos:
1. Altura de los jévenes espanoles.

2. Porporcién de hogares espanoles conectados a la red.

2 Planteamiento del problema de Inferencia Estadistica.
Muestra aleatoria simple.

Objetivo: FEstudiar una caracteristica entre los individuos de una poblacion de referencia.

Consideramos el experimento aleatorio: “Seleccionamos un individuo al azar de la poblacién”
y definimos la variable aleatoria:

X =Valor de la caracteristica de interés en ese individuo concreto

= variable aleatoria poblacional

Suponemos que la distribucién de probabilidad de X es conocida fp(z) y depende de un

pardametro 0 (parametro poblacional) que es desconocido.

., Cémo podemos obtener valores para 0?|
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Repitiendo el experimento n veces de manera independiente y definiendo:

X7 = Valor de X obtenido en la realizacién 1 del experimento
Xy = Valor de X obtenido en la realizacién 2 del experimento
X, = Valor de X obtenido en la realizacién n del experimento

Las variables (X7, X5, ..., X,,) son independientes y sus distribuciones de probabilidad coinci-
den con la distribucién de probabilidad de X. Decimos que (X7, X, ...; X,,) es una muestra
aleatoria simple de tamano n (abreviadamente m.a.s.) de la distribucién de X. Llamare-
mos a (X1, Xy, ..., X,,) las variables muestrales.

Se denotard por (z1, 2, ..., T,) a los valores de la muestra (X, X5, ..., X,,) para una realizacién
concreta de la muestra y se denominaré realizacién de la muestra.

Ejemplos de planteamiento del problema de inferencia:

1. Altura de los jévenes espanoles =—-

X=Altura de los jévenes espafioles~ N (u, c?)

Entonces el pardmetro poblacional serfa:

0= (u, 02)

2. Porporcién de hogares espanoles conectados a la red =

1, siel hogar estd conectado a la red con probabilidad p
X = = | X ~b(p)
0, en otro caso con probabilidad 1 — p

Entonces el pardmetro poblacional serfa:

0=p

Técnicas de muestreo.

3 Estadisticos muestrales.

Definicidn:

Dada la v.a. poblacional X con distribucién de probabilidad fs(z) y una m.a.s. de tamafio n,
(X1, Xa, ..., X,,), se denominard estadistico a cualquier funcién de la muestra que sea indepen-
diente del pardmetro 6.

T(X:1, Xo, ..., X;1)
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Ejemplos de estadisticos:

T(X1, X, Xo) = > X

T(X1, Xar o Xp) = Xp— X3

T(X1,Xs,..,X,) = Z— = media muestral (X)
n
> (Xi— X)?
T(X1, Xs,..,.X,) = 121—1 = varianza muestral (S5?)
n_

Se llama estimador puntual del parametro 6 a un estadistico que sirva para hacer inferen-
cia sobre el pardmetro.

El valor concreto que tomaré el estimador al trabajar con una muestra concreta y, por lo tanto,
la solucién particular a nuestro problema, se denomina estimacién puntual del parametro

Estadisticos mds usuales:

T(X1,Xg, ... Xp) = = media muestral (X) (ser4 el estimador de )

i1=1
n
> (X — X)?
T(X1,Xs, ... Xp) = 121—1 = varianza muestral (S?) (ser4 el estimador de o?)
n R
Definicidn:

La distribucién de probabilidad del estadistico T'(X7, Xs, ..., X,,) se denomina distribucién
muestral o distribucién en el muestreo.
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4 Distribuciones asociadas a los principales estadisticos
muestrales.

4.1 El estadistico media muestral

Consideremos una v.a. poblacional X que sigue una distribucién de probabilidad con E(X) = u
y Var(X) = o2

Si queremos estimar la media poblacional p, parece razonable escoger una muestra y calcular
la media de esta muestra.

Sea (X1, X2, ..., X,;) una m.a.s. de lav.a. X =
Las v.a. X1, X, ..., X,, son independientes, E(X;) =uy Var(X;) =02, Vi =
Definimos el estadistico MEDIA MUESTRAL como sigue:

Y: =1
n
Se tiene que:

E(X) = u
2
— o
X) = —
Var(X) -

sin mds que aplicar las propiedades vistas de la esperanza y la varianza para variables indepen-
dientes.

CUANDO LA VARIANZA 02 ES CONOCIDA, su distribucién muestral viene dada por los dos re-
sultados siguientes:

Teorema de la aditividad de la distribucidén normal:

Sea (X, X5, ..., X,,) una m.a.s. de una v.a. X ~ N(u,0?), entonces

_ = X,
X~ N(pu,— J =——~ N(0,1
(N?n):> O’/\/ﬁ (07)

Teorema central del limite:

Sea (Xi,Xy,..,X,) una m.a.s. de una v.a. X tal que F(X) = p y Var(X) = o2,
entonces la variable aleatoria

2

—_— . . . * o

X se aproxima a la distribucién N(u,—) cuando n — oc.
n

Esto es,
— o’ X—u
XngaoN(M’E) — Z= o/ nr_;:aoN(O’l)
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Nota: En general, para cualquier distribucién, la variable media muestral se puede

2 X —
aproximar por la distribucién N (,u,a—) cuando n > 30, entonces Z = AN

n o/\/n n>30
N(0,1).

Cuando la varianza o°

la:

es desconocida, la estimamos a partir de los datos mediante

VARIANZA MUESTRAL |$2 ==L . n (ﬁ X Y2)

A la raiz cuadrada S = /5?2 se le llama desviacién tipica o estandar muestral.

X —
Entonces para conocer la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria T\/ﬁb

n
tenemos el siguiente resultado:

Teorema de Fisher:
Sea (X;, X5, ..., X,,) una m.a.s. de una v.a. X ~ N(u,0?), entonces la variable aleatoria

X —p
S/v/n

T = sigue una distribucién t de Student con n-1 grados de libertad

X —p
Est T=""AZt,
sto es, S/n 1

Distribucién t de Student con n grados de libertad

e La distribucién t de Student con n grados de libertad es una distribucién con-
tinua cuya grafica de su funcién de densidad es similar a la grafica de la distribucién
normal estdndar, sélo que tiene ramas mds “gruesas”, que significa que hay mds prob-
abilidad en las colas de la distribucién t de Student que en la cola de la distribucién
N(0,1).

e La distribucién ¢,, esta tabulada y la tabla nos da el punto de abscisa x que en la distribu-
cion t de Student con n grados de libertad deja un drea acumulada de p%. Este punto
de abcisa se suele denotar por:

Tr = tn; 0.0p

Graficamente seria:
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e Ademsds para tamanos muestrales grandes tenemos la siguiente aproximacion:

tn =~ N(0,1)

n>30

que refleja el hecho de que S se aproxima a la desviacién tipica poblacional o, cuando n
crece

4.2 El estadistico proporcién muestral

Supongamos que los individuos de una poblacién determinada pueden presentar o no una
cierta caracteristica y queremos estimar la proporcién de unidades que en la poblacién
presentan dicha caracteristica, p.

La variable aleatoria poblacional la definimos como sigue:

¥ { 1, si el individuo presenta la caracteristica — X ~b(p)

0, en otro caso
Sea (X1, Xo, ..., X,,) una m.a.s. de lav.a. X =
Las v.a. Xy, Xy, ..., X,, son independientes, E(X;) =py Var(X;) =p(l—p=),Vi =

Definimos el estadistico PROPORCION MUESTRAL como sigue:

n

> X

i=1

p=
n
Se tiene que:
E@P) = p

1—

n
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por las propiedades de la esperanza y la varianza de variables aleatorias independientes ya
citadas.

Y, aplicando el teorema central del limite, tenemos que su distribucién muestral es:

1— 5 —
ﬁ,¥N<Eﬁ_Q)jZ:_gJL_%NmJ>
0 p(1—p) =%

n

Otra forma de verlo serfa como sigue:

Si las v.a. X1, Xs, ..., X, son independientes y cada una de ella se distribuye segin una b(p),
n
Vi = La suma de todas ellas > X; es el nimero de veces que aparece el “1”cuando repetimos

i=1
n veces el experimento dicotémico inicial= N, entonces

N ~ B(n,p)

Bajo las condiciones de que np > 5y np(1 — p) > 5, sabemos que:

B(n> p) ~N (np,np(l—p))
De donde,
N ~ N (np,np(1-p))

Entonces, por la linealidad del modelo normal llegamos a que:

N 1— p—
o= o (nm_ﬂ>jz__£_g_%N@D
n n p(1-p)

n

4.3 Nociones basicas asociadas al control estadistico de procesos.

En cualquier proceso productivo resulta conveniente conocer en todo momento hasta qué punto
nuestros productos cumplen con las especificaciones preestablecidas. Podemos decir que todo
proceso productivo tiene dos grandes “enemigos”:

1. las desviaciones con respecto al objetivo especificado (falta de exactitud).
2. una excesiva variabilidad respecto a los valores deseables (falta de precision).

Con el fin de detectar estas situaciones, nuestro objetivo es generar graficos que nos permitan
tanto estudiar la variabilidad del mismo como comprobar si los productos obtenidos cumplen o
no con las especificaciones preestablecidas a partir de muestras extaidas en distintos instantes.
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4.3.1 Grafico de control.

En un grafico de control se representa gréficamente los valores observados en diferentes muestras
correspondientes a la caracterfstica objeto de estudio. La gréfica tendra una linea central que
simboliza el valor objetivo de la caracteristica y otras dos lineas (los limites superior e inferior
de control) que flanquean a la anterior a una distancia determinada. Estos limites pueden ser
fijados en base a dos criterios:

e Son prefijados por las especificaciones del proceso (exigencias del comprador, normal de
calidad, etc.)

e Se fijan a partir de las observacién del propio proceso con el fin de determinar qué tipo
de producto es capaz de producir si el proceso se encuentra bien ajustado y no existen
causas externas que infuyan en el mismo, de manera que si el proceso estd bajo control,
casi la totalidad de los puntos muestrales se halle entre ellos.

Grafico de Control
Limite Superior
Objetivo
/
V/
Limite Inferior
= W B B @ B

En este segundo supuesto, es decir, debemos decidir nosotrol los limites de control para
nuestro proceso, la obtencion de los limites de control se basan en la distribucién normal (salvo
los graficos R y S) por aplicacién directa del teorema central del limite Asi, para la distribucién
normal es sabido que:

A
99.7 %de las :
mediciones :
§< !
. >
u X
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por tanto, si agrupamos las observaciones en subgrupos de tamano n tenemos un criterio para
determinar aquellos valores admisibles si el proceso se encuentra "bajo control", ya que el prome-
dio de cada subgrupo se comportard segin una distribucién Normal de media y y desviacién
tipica o/+/n aunque la poblacién de partida no sea normal.. Por tanto, parece razonable asumir
que los promedios de los distintos subgrupos caigan entre:

LSC = p+ 3% =

=
LC =p
L]C:,u—?)*%

En este sentido, con el fin de combinar razones précticas, se suelen tomar tamanos de
subgrupo del orden de entre 4 y 10 observaciones. - Teniendo en cuenta lo anterior, parece
razonable que si el proceso se encuentra bajo control, es decir, no existe modificacién en cuanto
al valor objetivo ni modificacién en la variabildiad del mismo, los promedios de los subgrupos
se encuentren cerca de la linea central.

La mayor parte
de los puntos

Grafico de Control ,
estan My cerca
/| del promedio
pizZ /
*
L * L
H <, w o e
.
e Tt
T

Por tanto, un punto que se encuentre fuera de los limites de control se interpreta como una
evidencia de que el proceso estd cambiando, bien en cuanto al objetivo o bien en cuanto a
la variabilidad. Ademds, incluso si todos los puntos se hallan comprendidos entre los limites
de control, pero se comportan de manera sistemética o no aleatoria, también tendriamos un
proceso fuera de control conmo indicaremos al final de la seccién.

Grafico de Control

Lim. Superior
Valor Central

Lim. Inferior
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Tambien indicardn falta de control situaciones como las siguientes:

(1) Grafico de (2) Grafico de
Control Control

?&&/\

/ /

3) Grifico de 4) Grifico de
Control Control

e En la grafica (1) se observa que la variabilidad es demasiado pequena, ya que los puntos
se concentran demasiado "cerca" de la linea central. En esta situacién la variabilidad del
proceso es mucho menor a la que se le supone.

e En la grafica (2) se observa que existen demasiados puntos a un mismo lado del objetivo.
En este caso, aunque el proceso se encuentra bajo control, el valor objetivo propio del
proceso es menor al prefijado

e En la grafica (3) se observa que aparece una tendencia creciente lo que nos indica que se
estd produciendo una modificacién en relacion al valor objetivo del proceso.

e En la gréfica (4) se observa un patrén que se repite secuencialmente, lo que nos indica
que algun aspecto de tipo temporal tienen influencia sobre el proceso (turnos, cambios en
la materia prima, etc..).

4.3.2 Gréficos X-R y X-S.

En cualquier proceso industrial es conveniente conocer en todo momento si se estdn cumpliendo
con las especificaciones del mismo o si por el contrario se estdn produciendo desviaciones re-
specto a las mismas, bien por una falta de exactitud, variaciones respecto al objetivo, o bien
por una excesiva variabilidad en los resultados.

Los llamados graficos Xbar-R y Xbar-S tienen como objetivo presentar de una forma gréfica
y simple la evolucién de los resultados del proceso productivo en el que el objeto de estudio es
una medidad de tipo cuantitativo. La idea es sencilla, consiste en extraer muestras de un
proceso productivo que se encuentra activo y, a partir de las mismas, generar graficos que nos
permitan tanto estudiar la variabilidad del mismo como comprobar si los productos obtenidos
cumplen o no con las especificaciones preestablecidas.

oeUn grifico Xbar contiene las medias muestrales de la caracteristica que se pretende
estudiar, por lo que mediante él podremos detectar posibles variaciones en el valor medio de
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dicha caracteristica durante el proceso (desviaciones con respecto al objetivo). Cada punto de
la grafica Xbar (o de medias) es el promedio de las muestras de un subgrupo. Cada punto
de la grifica de Rangos es la diferencia entre el valor maximo y el minimo de cada subgrupo.
Los limites de control se calculan a partir del Rango promedio y delimitan una zona de 3
desviaciones estandar de cada lado de la media.

eUn grafico R (o un grafico S) es un gréfico-de control para rangos muestrales. Se
utiliza para medir la variacion del proceso y detectar la posible existencia de causas especiales.
Es habitual usar los gréficos R (rango) para estudiar la variacién en muestras de tamano no
superior a 10, recurriendo a los graficos S para muestras mayores, el cual es un gréfico de control
para desviaciones tipicas muestrales.

Construccién de las graficas:

GRAFICA X-R. Para obtener la grifica de medias y rangos es necesario que la carac-
terfstica del producto sea cuantitativa y tamano de subgrupo igual o mayor a 2 y usualmente
menor a 10.

e Cada punto de la gréfica Xbar es el promedio de las muestras de un subgrupo.

e Cada punto de la grifica de Rangos es la diferencia entre el valor méximo y el minimo de
cada subgrupo.

e En el caso de que se tengan que determinar los limites del proceso

— la linea central y los limites de control para el grafico Xbar se calculan a partir de
la siguiente expresién:
LSC =X +3xs/yn
LC =X
LIC =X —3%s/yn

— la linea central y los limites de control para el gréfico R se calculan a partir de la
siguiente expresion:

LSC =Dy« R
LC=R
LIC =D3;*R

donde el valor de las constantes D3 y D, vienen dadas en la siguiente tabla:

Nimero de

observaciones

en una muestra D, D,

2 0 3.268

3 0 2574

4 0 2282

5 0 2114

6 0 2.004

7 0.076 1924

8 0.136 1.8664

9 0.184 1.8616

10 0.223 1.777
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GRAFICA X-S. Para obtener la grédfica de medias y desviaciones estandar es necesario
que la caracteristica del producto sea cuantitativa y tamano de subgrupo igual o mayor 10.

e Cada punto de la gréfica Xbar es el promedio de las muestras de un subgrupo.
e Cada punto de la gréfica de S es la desviacién tipica obtenida sobre dicho subgrupo.

e En el caso de que se tengan que determinar los limites del proceso

— la linea central y los limites de control para el grifico Xbar se calculan a partir de
la siguiente expresién:
LSC =X +3xs/y/n
LC =X
LIC =X —~3x%s/y/n

— la lfnea central y los limites de control para el gréfico S se calculan a partir de la
siguiente expresion:

LSC = Bys
LC =73
LIC = Bss

donde el valor de las constantes B3 y B4 vienen dadas en la siguiente tabla:

n B3 B4 fn E3 B4
A 0030 1970 16 0448 1552
7oolles 1282 17 0486 1534
2 01ES 1EL5 12 0482 13518
o023 1761 19 0497 1503
10 0284 1716 20 0510 1490
11 0321 14679 21 0523 1477
12 0354 1448 22 0534 1468
13 0382 1418 23 0345 1455
14 0406 1.594 24 0555 1445
5 0428 1572 25 0365 1435

4.3.3 Graficos para atributos: graficos Py C

Este tipo de graficos se utilizan cuando la caracteristica con la que trabajamos no es cuantita-
tiva, basicamente nos centramos en el estudio de si las unidades observadas son o no conformes
con unas especificaciones prefijadas. En base a estas consideraciones tenemos dos tipos de
graficos:

Graficos P: Estudiamos la proporcién de articulos no conformes. Se basa en la distribucién
Binomial y su aproximacién por la normal. En el caso de que se tengan que determinar los
limites del proceso sus limites de control vendrédn dados por:
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Donde n es el tamano de cada subgrupo y p es la proporcién de defectuosas objetivo en el
caso de que esta sea conocida. En el caso de que pretendamos estudiar el comportamiento del
proceso (desconocemos p), se estima p a partir de la proporcién de defectuosas encontradas en
el total de la muestra.

Graficos C: Estudiamos el nimero de defectos. Se basa en la distribucién de Poisson y su
aproximacién por la normal. En el caso de que se tengan que determinar los limites del proceso
sus lfmites de control vendran dados por:

LSC = XA+ 3v\
LC = \
LIC = )\ — 3vV\

Donde A representa nuestro objetivo en cuanto al nimero promedio de defectos por unidad.
Al igual que en el caso anterior, si este pardmetro es desconocido y lo que pretendemos es
estudiar el comportamiento del proceso, se estima A a partir del promedio del nimero de
defectos encontrados por unidad muestreada a partir de todos los datos observados.
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