T.4: VARIABLES ALEATORIAS
BIDIMENSIONALES

1 Ejemplo:
Ejemplo: Consideremos el experimento aleatorio de lanzar 3 veces una moneda trucada tal que

P(cara=c¢)=2/3
y
P(cruz=2)=1/3

El espacio muestral consta de 8 resultados:

Q = {cce, ccx, cxe, xee, cxr, xex, xre, v}
Definimos las variables aleatorias:

X = N de caras obtenidas en el primer lanzamiento — {0, 1}

Y = N total de cara obtenidas en los tres lanzamientos — {0, 1,2,3}

Podemos considerar la variable aleatoria bidimensional (X,Y) que toma los valores:
(X,Y): Q — R2?
cce — (1,3)
ccx
— (1,2)

cxrc

xee — (0,2)

crT — (1,1)
zex
— (0,1)
zTC
TTT — (0,0)

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales
industriales Universidad Politécnica de Cartagena
wsERET

1



con las siguientes probabilidades:
£(0,0) = P(X=0,Y =0) =p({zzz}) = (p(x))® = 1/27
f(0,1) = P(X=0,Y =1) = p({acz, zac}) =2 (p(x))’ p(c) = 4/27
fL1) = P(X =1Y =1)=p(fexa}) = P(c) (p(z))* =2/27
£(0,2) = P(X=0,Y =2)=p({zcc}) = p(x) (p(c))* = 4/27
f(1,2) = P(X =1Y =2) = p({ccz, cac}) = 2 (p(c))* p(a) = 8/27

f(1,3) = P(X=1Y =3)=p({ecc}) = (p(c))’ = 8/27

que las podemos escribir en una tabla de doble entrada como sigue:

Y= o 1 2 3
X |

1/27 427 4/27 0
1 0 2/27 8/27T 8/27

A Funcién Puntual de Probabilidad Conjunta de (X,Y)

definida por:

fay) =PX =2,Y =y) = P({we/ [(X(w),Y(w)] = (z,9)}), Vr,ycR

notar que:

1. f(z,y) 20, Vz,yeR

Ty y @

2 Distribuciones bidimensionales
Definicidn:

e Un vector aleatorio (X,Y) se dice que es de tipo discreto si existen un conjunto de indices i €
1,7 € J finito o infinito numerable, verificando :

P(X = 4,Y=3)#0 i1el,jed

(
Y¥PX = i, Y=j=1

jeJiel

donde f(i,7) = P(X =4,Y = j) recibe el nombre de funcién puntual de probabilidad conjunta
de (X,Y).
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e Un vector aleatorio (X,Y") se dice que es de tipo continuo si existe una funcién f(z,y) (densidad
conjunta) verificando:

y) > 0, Yo,y eR

I
/R /R f(z, y)dzdy

donde f(z,y) recibe el nombre de densidad conjunta de (X,Y).

1

2.1 Distribuciones marginales

Distribuciones Marginales de X e Y:

Distribucién marginal de X

fx(@)=P(X =i)=)_ f(i,j), Viel

Discreta jel

(implica sumar por filas)

fX(x) = fR f(x,y)dy

(implica integrar respecto a y)

Continua

Distribucién marginal de Y

() =P =j)=> f(i.j), Vi€l

Discreta icl

(implica sumar por filas)

fy() = [p flz,y)dz

Continua
(implica integrar respecto a x)
En nuestro ejemplo:
Y — 0 1 2 3
X | x|l
0 1/27 4/27 4)27 0 9/27
1 0 2/27 8/27 8/27 || 18/27

fr— [ 1/27 6/27 12/27 8/27| 1

2.2 Independencia de variables aleatorias

Definicién: Dos variables aleatorias X e Y son independientes si verifican:

f(z,y) = fx (@) fy(y), Y(z,y) €R?

donde:
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e f(x,y) es la conjunta (es decir, la funcién puntual de probabilidad conjunta si (X;Y) es DISC-
RETA, o bien, la funcién de densidad conjunta si (X;Y) es CONTINUA) y

e fx(z)y fy(y) son las marginales de X e Y, respectivamente, (es decir, las funciones puntuales
de probabilidad marginal si X e Y son DISCRETAS, o bien, las funciones de densidad marginal
si X e Y son CONTINUAS).

Propiedad de la varianza si X e Y son independientes:

2. Sean X e Y variables aleatorias independientes tal que existe la Var(X) y la Var(Y), entonces
se verifica que:

Var(X£Y) =Var(X) + Var(Y)

Se puede generalizar a una combinacién lineal de variables aleatorias independientes como sigue:

Sean X1, X, ..., X, variables aleatorias independientes tal que existe la Var(Xy), la Var(Xs) y la
Var(X,), entonces se verifica que:

o Var(i:lXi) = gVar(Xi)

3

o Var(Y.a;- X;) = Y. a? - Var(X;)
i=1 i=1

con a; € R, Vi.

2.3 Variables aleatorias condicionadas

Definicién: Dada las variable aleatoria bidimensional (X, Y'), se define la variable X [y—,0 (X
condicionada a que la variable Y toma el valor y) a aquella variable unidimensional que verifica:

e Caso discreto: Su funcién puntual de probabilidad viene dada por:
P(X =4,Y =vy,)
PY =y,)

Pr(X |y=yo=1) = fx|y_, (1) = siempre que P(Y =y,) #0

e Caso continuo: Su funcién de densidad viene dada por:

f(xv yO)
Fxly o ) fy (yo)
donde P(X = 4,Y = y,) v f(z,y0) representan la funcién puntual de probabilidad/densidad
conjunta y P(Y = y,) v fy(yo) representan la probabilidad/densidad marginal de la variable Y
en el punto yg.

siempre que fy(yo) 7 0

Prop: Si dos variables aleatorias X e Y son independientes se verifica:

Ixly—yo (@) = fx(2)

donde fx(z) y fx|y_,, (%) son la funcién puntual de probabilidad /densidad marginal de X respec-
tivamente y f Xy —yo (z) la respectiva condicionada a que Y = yp.
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