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Hoja 4: Vectores Aleatorias

Dipto, Matemsatica Aplicada y

1.

Estadniiea

Determinar el valor de ¢ de tal manera que las siguientes funciones representen fun-
ciones puntuales de probabilidad conjunta de X e Y.

a) flz,y)=c-xz-yparax=1,23ey=1,2,3
b) f(z,y) =c|z—y| paraxz=-2,0,2ey=—-2,3

. Una moneda se lanza dos veces. Sea X el mimero de caras en el primer lanzamiento

e Y el nimero total de caras en los dos lanzamientos. Si la moneda no se encuentra
equilibrada y una cara tiene 40% de posibilidades de ocurrir, encuentre:

(a) la funcién puntual de probabilidad conjunta de X e Y.
(b) la distribucién marginal de X y de Y.

(c) la probabilidad de que ocurra al menos una cara.

Se lanzan dos dados ctibicos ordinarios a la vez. Sean X e Y las variables que repre-
sentan el niimero de puntos obtenidos en el primer lanzamiento y el niimero mayor de
puntos obtenidos por los dos dados, respectivamente. Se pide:

(a) Encontrar la funcién puntual de probabilidad conjunta de X e Y y las marginales.
.Son independientes X e Y7

(b) Calcular la funcién puntual de probabilidad de Y condicionada a X = 2.

(¢) Calcular la funcién puntual de probabilidad de X condicionada a Y = 6.

(d) P2<X<4|Y >5).
Un sistema electrénico contiene dos componentes que funcionan de manera indepen-
diente entre si. Para la componente ¢ (: = 1,2) definimos la variable X; de forma

que X; = 1 si la componente i-ésima funciona y X; = 0 en caso contrario. Sea p; la
probabilidad de que funcione la componente i-ésima. Calcular:

(a) la funcién puntual de probabilidad del vector (X7, X5).

(b) la probabilidad de que el sistema funcione si las componentes son conectadas
en serie y la probabilidad de que el sistema funcione si las componentes son
conectadas en paralelo.

Dos variables aleatorias tienen la siguiente funcién de densidad conjunta:

k(> +y?), 0<z<2,1<y<4
0, en caso contrario.

f(w,y)={

Calcular el valor de la constante k y P(1 < X <2,2<Y <3)y P(1< X <2).

6.

8.

Si X e Y representan las duraciones en afos, de dos componentes en un sistema
electrénico, cuya funcién de densidad conjunta es:

e~ (@+y),

f(:v,y)—{ 0,

z>0,y>0
en caso contrario.

Se pide:

(a) ;Son X e Y independientes?
(b) Pr(X >05)y Pr(Y > 0.5).

En una red de supermercados, en un mes dado, se recogen los datos siguientes : para
cada supermercado, la proporcién de clientes que compra sélo una vez en el mes, y
por otra parte, el beneficio del supermercado al cabo del mes. Podemos asi definir dos
variables aleatorias , X: proporcién de clientes que compra sélo una vez en el mes;
Y': beneficio del supermercado, y obtenemos la siguiente funcién de densidad conjunta
para (X,Y) :

k - 0 1 >0
Sl { Mot 0<aslin

en caso contrario.

(a) Describir el experimento aleatorio junto con el espacio muestral.

(b) Determinar el valor de k para que f sea efectivamente una funcién de densidad
conjunta.

(¢) iSon las v.a X y Y independientes? En un supermercado dado, se sabe que el
porcentaje de clientes que compra sélo una vez en el mes es menor que 25%, ;cudl
es la probabilidad de que el beneficio supere el millén de pesetas?

El indice anual de subida de precios X, y el indice anual de subida de salarios Y son
un par de v.a. que se distribuyen conjuntamente segiin la funcién de densidad
Jkexzoy? 0<z<7,0<y<6
flay) = { 0, en otro caso

(a) Describir el experimento aleatorio y el espacio muestral que da origen a esa
situacion.

(b) Determinar el valor de la constante k para que f sea efectivamente una funcién
de densidad.

(¢) Si en un afio la subida de los precios ha sido del 5 %, calcular cudl habrd sido
la funcién de densidad del indice de subida de salarios. Comparar el resultado
obtenido con el que se obtendria con una subida de precios de 4%

(d) ;Se puede afirmar que la subida de salarios estd influida o condicionada por la
subida de precios?
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1. Si denotamos por I el conjunto de indices asociados a la variable X y por J al conjunto de indices asociados
a la variable Y, tenemos que las dos condiciones que deben verificarse para que una funcién sea funcién
puntual de probabilidad bivariante f(z,y) son:

o f(x,y) >0

el jeJ

.

por consiguiente:
(a) Como:
r,y)=c-xz-yparar=123ey=123=z,=17 ; y;=j7parat,j=123
j

tenemos que la constante ¢ > 0 para que f(x,y) > 0. Por otro lado, como:

1= Zj:l Zj:l f(ziy;) = CZle ijl zyj=cll-1+1-24+1-3+

2-142-242-34+3-1+3-2+3-3]=36¢

Sle=o
36

(b) De manera andloga al apartado anterior, como:

flz,y)=c|z—y| paraxz =—-2,0,2 e y = —2,3 tenemos que x1 = —2, x93 = 0, z3 = 2 y por otro
lado 41 = —2, y2 = 3. Luego, por un lado ¢ > 0 para que se verifique f(z,y) > 0. Ademds, como:

L= 5 i yy) =
=c[|-2+2|4+|-2-3|+]0+2|4+]|0=-3|+|24+2]|+]2-3]]

=ch+24+3+44+1]=15c=|c=£

2. Si una moneda es lanzada dos veces, el conjunto de posibles resultados del experimento sera: S =
{(¢,¢), (¢, +), (+,¢),(+,+)} . Las variables aleatorias que nos interesan son:

X = {num. de caras del primer lanzamiento}
Y = {num. de caras obtenidas en los dos lanzamientos}

por tanto, la variable X sélo toma los valores 0 y 1, mientras que la variable Y puede tomar los valores
0, 1, 2. Como nos dicen que la moneda estd trucada, los resultados no son equiprobables, y del enunciado
deducimos P(cara) = 0.4y P(cruz) = 0.6

(a) Calculemos la funcién puntual de probabilidad asociada a la variable bidimensional (X,Y") : intro-
ducimos los sucesos C7 ="sale cara en el primer lanzamiento”, y Cy ="sale cara en el segundo
lanzamiento”. Teniendo en cuenta que el resultado obtenido en el primer lanzamiento es independi-
ente del obtenido en el segundo, C; y C5 son independientes.

£(0,0) = f(X =0,Y =0) = P(CY NCY) = P(CY)P(CY) = 0.6* = 0.36
f(1,0)=f(X=1,Y=0)=0 (puebto que si la primera es cara el total no puede ser 0)
FO)=f(X=0Y=1)=P(C{NCy) =0.6-04=0.24
L) =fX=1Y=1)=P(C;NCS)=0.4-0.6=0.24
f(1,2) = f(X =1,Y =2) = P(C;Cs) = 0.4 = 0.16
f(0,2) = f(X =0,Y =2) =0 (puesto que si la primera no es cara el total no puede ser 2)
Con el fin de facilitar los cdlculos, representaremos los resultados obtenidos en una tabla de doble
T BED
. SN, Yyi \= 0 Y2 = 1 Ys(= 2
entrada (tabla de contingencia): =0 036 091 0
za(=1) 0 0.24 0.16

(b) La funcién puntual de probabilidad marginal de la variable X se obtendra por medio de:

3
_ L [036+024+0=06siz=0
fX("”)_Zf(‘”’yJ>_{ 0+0.24+0.16 =04 si z =1

Jj=1



De manera andloga, la marginal asociada a la variable Y seré:

0.36 + 0 = 0.36 si y=0
S22 flxiy) =< 0.24+0.24 =048 si y=1

040.16 =0.16 si y=2
de manera mucho méds cémoda se suelen representar los resultados obtenidos en los apartados ante-
riores en una tnica tabla como la siguiente:

Iy (y)

f(xv y) fX
vy (=0) w(=1) ys(=2)
Z1(=0) | 0.36 0.24 0 0.6
2a(=1) 0 0.24 0.16 | 0.4
[/, | 03 048 016 [ I |
(c) Por ultimo

P(al menos una cara) = 1 — P(ninguna cara)
=1 f(X=0,Y=0)=1—0.36=0.64

Los 36 posibles resultados del experimento son:
S ={(11),(1,2),....(6,5),(6,6)}
Sean i y j dos nimeros entre 1y 6. Tenemos que calcular f(i, j). Observamos primero que es imposible

que X >Y, por lo tanto si ¢ > j, f(4,5) = 0. En cambio, si i < j, f(i,7) = P(X =14,Y = j) = 1/36.
Ahora, en el caso en que i = j, hay que calcular con més precaucién.

f(1,1) = P(X=1Y=1)=P(salelyl)=1/36
f(2,2) = P(X=2Y=2)= P(sale 2y sale 162) =2/36
f3,3) = P(X=3,Y=3)=P(sale3ysalel, 26 3)=3/36
f(4,4) = P(X=4Y=4)=P(saledysalel, 2 364)=4/36
f(5,5) = 5/36
£(6,6) 6/36
Sumando en la tabla correspondiente, tenemos
f(x,y) fX
(=1 (=2 ys(=3) w(=4) ys(=5) ys(=6)
z1(=1) 1/36 1/36 1/36 136 1/36 1/36 1/6
x2(=2) 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
z3(=3) 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36 1/6
z4(=4) 0 0 0 4/36 1/36 1/36 1/6
xz5(=5) 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6
x6(=6) 0 0 0 0 0 6/36 1/6
| fy | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 || 1 |

Evidentemente ambas variables no son independientes como se desprende de su propia definicién.

Formalmente obtenemos esta conclusién de manera inmediata puesto que:

1

36

FLY)# fx@)- fyr(1) =

(b) La funcién puntual de probabilidad que nos piden es:

por tanto:

1 1

6 36

(¢) La funcién puntual de probabilidad que nos piden es:

por tanto:

_ _ oy PX=2Y=y)  [(2y)
fY\Q(y)_P(Y_y‘X_2)_ P(XZQ) - fX(Q)
y |[1]2 [3 |4 [5 |6
fyi2(y) | 0 | 1/3 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
_ _ o PX=2Y=6) fxvy(z6)
fX\G(x)_P<X_x|Y_6)_ P(XZG) - fy(G)
T | 1 2 | 3 | 4 | 5 6

Fxy (@[6) | 1/11 | 1/11 | 1/11 | 1/11 | /11 | 6/11



(d) Por dltimo, la probabilidad P(2 < X <4 | Y > 5), serd:

_PR<X<4Y 25 f(2,5)+ f(2.6) + £(3.5) + . + £(6,6)
Pe = XYy =""%r5s - 7y (5) + r(6)
_ J(5,5)+ [(5,6)+ f(6,6) _m5tzmta 3
Fy(5) + fv (6) wt+tm O

4. Los datos del enunciado son los siguientes

parat=1,2

Y. — 1 si la componente i — ésima funciona
! 0 si la componente ¢ — ésima no funciona

p; = P(funciona la componente i — ésima) = P(X; = 1)

(a) Consideremos la variable bidimensional (X7, X3). Entonces:

f(0,0) = P(no funciona ninguna) = P(X; =0 X2 =0) = (1 —p1)(1 — p2)

f(0,1) = P(la primera no funciona y la segunda si) = P(X; =0 X2 =1) = (1 — p1)p2
f(1,0) = P(Xi=1NX2=0)=p1-(1—p2)

f(L,1) = PXi=1NX2=1)=p1-p2

de manera maés resumida:

fx1,29) Hp 1—pllziconxz—0162—12

(b) Como sabemos, un sistema montado en serie funciona siempre y cuando funcionen todas sus compo-
nentes, por tanto:

P(funciona en serie) = f(1,1) = p1 - p2

Por otro lado, un sistema en paralelo deja de funcionar cuando lo hacen todas sus componentes, por
tanto:

P(funciona en paralelo) = 1— P(fallan todas las componentes)
= f(0,0) =1—(1-p1)(1 —p2)

5. Deben verificarse las dos condiciones de la definicién de una funcién de densidad conjunta, de la primera
deducimos que k debe de ser positiva, y de la segunda:

2 4 3 2
1 = //fajydajdy—k:/ (/ ($2+y2)dx)dy:k:/ [%—i—yzx} dy
0 1 0
8 8 y31* 32 2.43 8 2
2 —k p LA R 2z
G )ar=a o] k(350 -50)

150 1

= —k=50k= k=
1" 750

Por otro lado,

1 (3748 2
Pl < X<22<Y<3) / /fxy / L 12| dy
~ 50 2 L3 1
Ao, 1 y317 13
= —_ — d =
50 /s (3“’) Y= 50 [3y+ 3], 75
Para calcular P(l < X < 2), es conveniente determinar primero la funcién de densidad marginal de X.
4
Tenemos fx (z fR z,y)dy, si0 < z < 1, deducimos que fx(z) = & f14(x2+y2)dy == {ny-&- %3} =

1
= (4% + 64/3 —xz? - 1/3) = (3372 +21), vy fx(x) =0 en otro caso. Por consiguiente P(1 < X < 2) =

L2 (322 4 21) do = & [4% 4 212]° = 14



6.

(a) La funcién de densidad marginal de X es fx( f R (z,y)dy. Por lo tanto si z < 0, puesto que
f(x,y) =0, fx(z) = 0. En cambio, si > 0,

fx(x) = / e~ @ dy = lim e e Ydy
0 a7 Jo
= e “ lim e Vdy=e""- lim [76711}8 =e [0+ 1]
a— 00 0 a— 00
luego:
fx(@)=eTsiz>0
La marginal de la variable Y es fy(z) = [, f(z,y)dz, siy <0, fy(y) = 0y en cambio si y > 0,

Ty (y)

/ f(z,y)dz = / e @ dr = ¢7Y . lim e Ydx
R 0 a7 Jo

por tanto, como se verifica

f(@,y) = fx(x) - fr(y) para todo (z,y) € R?

las variables X e Y son independientes.
(b) La probabilidad P(X < 1/2) es

1/2 1/2 1/2 1
P(X <1/2)= Ix(t)dt = / e e = [—e "] T =1-—==0.3935
—o0 0 \/E

La probabilidad P(Y > 1/2) vendrd dada por:

1/2 1/2
PY > 1/2)=1-P(Y <1/2)=1— fY(t)dtzl—/ ey
0

—y11/2 -1/2 1

(a) El experimento aleatorio consiste a escoger al azar un supermercado dentro de la red que estudiamos.

El espacio muestral es por lo tanto el conjunto de todos los supermercados de la red.

(b) Para que fxy sea una funcién de densidad tiene que cumplir dos condiciones, de la primera deducimos
que k debe de ser positiva y de la segunda :

1 “+o0
U= [ [ tewdie= [ [ ke viyds
RJR z=0 Jy=0
1 “+o0 1 +00
/ / k;xe_ydydw—l—/ / kye  Ydydx
z=0 Jy=0 =0 Jy=0
1 +oo 1 +o00
k;/ av/ e_ydydx—I—k;/ / ye Ydydx
=0 y=0 z=0 Jy=0

Vamos a calcular los dos términos de esa igualdad separadamente :

Primero :
1 +oco 1
kfwzoac( o € ydy) doe =k [_ x[-e Y]] = kf _oz(0—(—1))dx
Segundo :
kfw Of+°oye ydydx—kf oY ey(f d)dy—kfo ye Ydy,
esa integral debe calcularse por partes :
k= k(e vyly™ = [, —e7vdy) = k( lim (~e™"a) —0—[eV]g>) =
k-1=k
Finalmente obtenemos que la segunda condicién implica k% +k=1iek= %



(c) Calculemos la densidad marginal de X. Tenemos que fx( f f(z,y)dy,y puesto que si x no
pertenece a |0, 1], f(z,y) = 0,deducimos que si z no pertenece a ] 1], fx(z) = 0. En cambio si

0<z <],
/ f(z,y)d —/ (x+y) e Vdy

2 oo
z e Yd e Yd
3:E/O y+3/0 y-e Y

Ya hemos calculado esas integrales en el apartado anterior y obtenemos

2 .
_ f(z4+1),si0<z<1
fx(@) { 0 en otro caso

fx(x)

Calculemos ahora la densidad marginal de Y. Tenemos que fy (y f f(z,y)dx,por lo tanto si
y <0, fy(y) =0. En cambio si y > 0,

oo 2 1
fr(y) = f(w,y)dy:§/ (z+y) e Vdz

—00 0
2 ! 2 !

= —e_y/ xdx + =y e_y/ ldx
3 0 0
2 1 2

— e . Y
3¢ g t3ve

ie
) = eV (14 2y) siy>0
Y 0 en otro caso

Podemos ahora determinar si X e Y son independientes, es facil comprobar que f(x,y) # fx(x)fy (y),
por lo tanto X y Y no son independientes.

(d) Nos piden en ese apartado P(Y > 1|X < 0.25).

oo 0.25 z, dxd
Sabemos que P(Y > 1|X < 0.25) = P(YPZ&Q(f;()"%) _ Jy=1 f??ﬁ?fﬁ((igdwy) Y

Célculo del numerador :

0.25
/ / f(z,y)dxdy

0.25
= / (x+y)- e Ydxdy
y=1Jzx

0.25 9 oo 0.25
/ :de) dy + —/ ye Y </ 1dw> dy
=0 3 y=1 =0

2 [ 0252> 2 [
= = e dy+—/ ye Y (0.25) dy
3 y=1 2 3 y=1 ( )
2 /0.252 oo | 2 1400 toe
= 5( 5 ) [—e7Y]] +3(025) ([ Yyl, —/1 —e Ydy
1 5 1, 4, 17 4
= — - = — ~ (.13029
wE Tl e =ge

8. (a) A cada ano, se le asocia el indice de subida de precios y el indice de subida de salarios, por lo tanto
podemos describir el experimento aleatorio como, ”se escoge al azar un ano”. El espacio muestral es
entonces el conjunto de todos los anos.

(b) Para que fxy sea una funcién de densidad tiene que cumplir dos condiciones, de la primera deducimos
que k debe de ser positiva y de la segunda :

7 +6
I = //fxy(:v,y)dyd:r:/ / ky*xdydx
RJR =0 Jy=0

7 6 7 Y3 6
k/ x(/ y2dy>da?:k/ x{—] dx
x=0 y=0 x=0 3 0

63 ’
= {—} — k1764
2 0

3

Por lo tanto, tenemos que k = —==




(¢) Nos piden la densidad condicional de ¥ dado que (X = 0.05), para eso tenemos que calcular la funcién
de densidad marginal de X : tenemos que fx(z) = ffooo f(x,y)dy,y puesto que si x no pertenece a
10,7, fxv(z,y) = 0,deducimos que si z no pertenece a |0,7[, fx(z) =0. En cambio si 0 < z < 7,

+6
Y)dy = —— 2.
Ix(x) / f(z,y)dy 1764 y° - xdy
B y3 6 2
1764 o 49

0 sea 5
T
4—9S10<.’L‘<7

0 en otro caso

sl = {

Nos serd titil calcular la densidad marginal de Y : procedemos de manera similar al cdlculo anterior,
si y no pertenece al intervalo 0, 6], fy (y) = 0. En cambio, y €]0, 6],

+7
f— — — 2-
fr(y) = / f(z,y)dx 1764 Yy~ - xdx
> [22 T y?
1764y 2|, Y

0 sea
Sy?si0<y<6
0 en otro caso

fr () —{

Por definicién, para x dado tal que fx(z) # 0, fy|.(y) = Fx (;’) Vy. Por lo tanto,

y2x 49

1,2
. = =y si0<y <6
s0<@ <1V friely) = {1764 2% en7§tro caso

. _ﬁAQ:L 2410 6
Deducimos fyo.05(¥) = fy|0.04(y) = {”64 ey 2;so<y<
(d) La pregunta es equivalente a ” json X y Y independientes ?”. Del apartado anterior, deducimos que

Yy, fyi=(y) = fy(y). Por lo tanto las v.a. X y Y son independientes.
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