Ejercicio
Desarrolla los binomios (a + b)%, (a + b)* y (a + b)°.
Solucién.

Utilizaremos el triangulo de Tartaglia:

Recordamos que este triangulo nos da los niimeros combinatorios:

Con estos datos podemos calcular los binomios solicitados:

(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b°,

(a+b)' = a' +4ab + 6a*V? + 4ab® + b,

(a+b)° = a® +5a'b + 10a°V? + 10a°° + 5ab’ + V.

REPASO DE PRIMITIVAS

8. Consideraciones generales

El célculo de primitivas es el proceso contrario al de derivacion.
Dada una funcién real de variable real f : (a,b) — R, entendemos
por primitiva de f a una funcién F : (a,b) — R derivable y tal que
F'(¢) = f(c) para todo ¢ € (a,b).

Observacién. = La primitiva de una funcién f : (a,b) — R no

es unica.

= Dos primitivas de una misma funcion f : (a,b) — R, F y
G difieren en una constante. La prueba de esta sequnda par-
te de la observacidn consisten en ver que la funcidn H(z) =
F(x)— G(x) es una funcidn constante, lo cual se consigue de-

mostrando que la derivada de H es 0.

H'(z) = F'(2)—G'(z) = f(z)—g(z) =0, luego H es constante.

8.1. Primitivas inmediatas

Sélo sabiendo derivar podemos conocer la primitiva de una amplia
variedad de funciones, el conocimiento de dichas primitivas (elemen-
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tales) junto con algunas técnicas serdn suficientes para poder calcular

primitivas de una amplia variedad de funciones.

L [a" dz*]ggaJrK a>0,a+#1,1=(—00,+00),

2. [e"dz=e"+ K, I=(—00,+00)

e

3. [a"dz =

T+ K, r#—1,1=(0,+00),

4. 27l dz =logz + K, I =(0,+00),

5. [senz do = —cosz + K, I = (—o00,+0),

6. [cosz dz =senz + K, I = (—00,+0),

7. fﬁ dr = arcsen v+ K = J—arccos v+ K, I=(-1,41),
8. [ iz dz = arctanz + K, I = (—o00,+00),

9. [(1+tan’z) do = [sec >z da = tanz + K, I=(-%3),
10. [ cosec’z dz = —cotan z + K, I=(0,m),

A continuacién se relacionan algunas propiedades ttiles para calcular

primitivas de otras funciones partiendo de las anteriores.

8.2. Utilizar la regla de la cadena para
las primitivas

Proposicién. Sean f y g funciones derivables definidas en el in-

tervalo (a,b). Entonces se verifica la formula:

/f z)dz = fog(z)+ K.
Esta proposicion permite ampliar la relacién de primitivas dadas
anteriormente. En efecto, para cualquier funcion derivable f se tienen

las siguientes primitivas:

L [a/@f'(z) do =

CO4K, a>0a#l,
2. [/ f(z) do = /@ + K,
Jﬂﬁﬂ@mz@?+m r# -1
4 f fla)7 () do = log f(a) + K,

- [sen f(2)f!(x) dzw = —cos f(z) + K,

. Jcos f(z) f/(x) dz = sen f(z) + K,

w

wt

D

7 [ mf’(z) dz = arcsen f(z) + K = 5 —arccos f(z) + K,

f mf’(x) dz = arctan f(z) + K,

o]

9. [(1+tan® f(z))f'(z) dz = [sec™? f(z) dz = tan f(z) + K,
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10. [ f'(z) cosec® f(x) dz = —cotan f(z) + K,

Ejemplo. La integral de la funcion tangente se encuentra en la

situacion de la proposicion anterior. En efecto:

/tanx dz = —log|cosz| en todo intervalo tal que cosz # 0.
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8.3. Integraciéon de sumas y por partes

Proposicién. Dadas funciones f, g : (a,b) — R y un nimero real

A, se verifica:
= [(f(@)+g(2)) do = [ f(x) dz + [ g()
» [Mf(z)dz=A[f(z)dz

Ejemplo (Integracién de polinomios).

2 o) l‘erl

. T
/(ao—&-alz—&-agxz—&-. apr?) dz = apr+ay = +as—+

g TOrg Tt it

Proposicién (Regla de derivacién por partes). Dadas fun-

ciones f,q: (a,b) — R derivables, se verifica:

[ f@igte) do = g - [ @ita) do
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Ejemplo.

[ sen’z dz = [senz(—cosz) dz = —senzcos 2+ [(senz)cosx dz =
—senzcosz + [ cos’z dz,

de donde:

[sen’z dz = —senacosz + [(1 —sen’z) dz.

Por lo tanto:

2fsenzac dz = —senzcosz +z y

9 SeNTCosT T
sen‘rdr=————4—.
2 2

Ejercicio.

Obtener una férmula de recurrencia para calcular la primitiva f % dz.

1+a2)"

Ejemplo. Calcula la primitiva I = [ e~3"sen (2z)dz.
Procedemos por el método de integracion por partes haciendo
u = e ydv = sen(22)dz, asi que du = —3e ¥dr y v =

—Leos (22).

1 5 1
I= —ée“)‘lcos (2z) — 3—/005(216)6’3%1.

2
Volvemos a hacer partes poniendo ahora w, = e % y dv; =
cos (2z)dw, asi que duy = —3e~*dx y vy = sen (2z). Por lo tanto:

1 . 1 3z
I= 7567‘“009} (2z) — 35/008 (2z)e " dx

1 3 1 1
= —56’3100:5 (2z) — 3 <e’3’§sen (2z) + 35/67315611 (21)d1>

1 . 3 9
=1= —ée’S‘Tcos (2z) — Ze’“sen (2z) — 4_11

13 . 3 5,
ZI = 756731008 (2z) — ie’sisen (2z)
2 .
=1= 3¢ %cos (27) — —=e *"sen (2)
1 12
Ejemplo. Calcula la primitiva I = [ z arctan zdz. 9. Integra(‘,ién por cambio de variable

Procedemos por el método de integracion por partes haciendo

u = arctanz y dv = xdz, asi que du = 1Jrﬁdz yv= é
2 2
T 1 T
[ = —arctanx — = dx
2 2 /) 1+a?

22arctanz 1 1+ 22 1
= —= S — s ) de
2 2 1+22 1+a2?

z?arctanz 1 1 + LK
= —— — —r — —arctanx
2 2 2
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Supongamos que queremos encontrar la primitiva de una funcién
f:(a,b) = R, [ f(z) dz. En este apartado se trata de ver cémo
simplificar dicho calculo a través de un cambio de variable. Supongamos
que t(z) denota una funcién invertible y derivable y calculemos su
derivada % = t'(x), que formalmente podemos escribir como dt =
t'(z) de.

A través de unos calculos justificativos que el alumno puede seguir
en el Libro de J. A. Ferndndez Vina (Andlisis matemético, tomo 1,

pégina 254) se puede obtener la ignaldad:

/ f(@) do = / f(t)t,%) .

donde en el segundo miembro de la igualdad una ver hecha la primitiva

hay que substituir ¢ por ¢(x).
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Ejemplo. Vamos a calcular mediante un cambio de variable la
primitiva fm dx, consideraremos el cambio t = \/x.

Efectuando el cambio, tendremos:

1 2t
/\/5(1”) d”:/t(uﬁ) dt=

dt = 2arctant = 2 arctan v/z.

2
(14¢%)

10. Primitivas de fracciones racionales

El método para calcular primitivas de fracciones racionales se basa
en la descomposicién de una fraccién racional en fracciones simples.
Recordemos que una fraccion racional en la variable x no es mas que
un cociente de polinomios en la variable x. En cambio, una fraccion
racional simple o una fraccién simple es una fraccion racional de una

de las dos formas siguientes:

1. una fraccién racional cuyo numerador es una constante y cuyo
denominador es un polinomio de grado 1,
2. una fraccion racional cuyo numerador es un polinomio de grado 1

y cuyo denominador es un polinomio de grado 2 sin raices reales.

Teorema. Toda fraccién racional F(x) = szg se descompone co-
mo:
ay Qm
Ay
F = + 4. E
() =r(z) — (x —ap)k — (z — a,)*

donde los a; son las raices de Q(x) =0 y a; son las multiplicida-
des. Finalmente los A; son nimeros reales determinados y r(z) un

polinomio.
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Teorema. Toda fraccién racional F(z) = ZE:; se descompone co-
mo:
a Al
F(ac)fr(96)+k2::(gcia1 ++Z o)
Ed: Bz + c¥
e — (b + cri)lfe — (b — cri)]}*

donde los a; son las raices reales de Q(z) = 0 y «; son las mul-
tiplicidades de dichas raices, los bj + cji son las raices complejas
de Q(z) = 0 y B; son las multiplicidades de dichas raices. Final-
mente los A;, B; y C; son nidmeros reales determinados y r(x) un

polinomio.

Apoyandose en el teorema anterior se puede deducir un método pa-
ra hacer primitivas de fracciones racionales. El método consistird en
obtener la descomposicién anterior y calcular primitivas sumando a

sumando.

11. Primitivas de expresiones que con-

ax+b

tienen crd

Sea F' una fraccion racional del tipo:

e ar +b [ axr+b 5 ar +b i
"Navd) \a+rd) " \a+d ’

de forma que n es el minimo conin multiplo de los nimeros ny, na, . . ., ng.

Entonces el cambio de variable

ar+b
cx+d

n __

transforma la primitiva [ F dz en la primitiva de una fraccién racional
en la variable ¢.
Ejercicio.
Resolver las primitivas':
L[ W dx
2. [ M%\/TL du,

o\ 1/2
3. f (1+lz)? (Li) da.
iz

Indicacién: los cambios necesarios serdn tomar ¢ ignal a {/z, VT —z y Vi
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12. Las funciones hiperbdlicas

Recordamos que las funciones seno y coseno se introducen utilizando
la funcién exponencial compleja de la forma que sigue:

el 4 et el _ p—it
COST = ———— senr = ———

2 2
Si en vez de considerar la exponencial compleja consideramos la ex-
ponencial real obtendremos las funciones coseno y seno hiperbdlicos
definidas concretamente como siguen:

T4 e T =T
Chzz% th:%

es facil ver que ambas funciones son continuas y estén definidas so-
bre todo R. Ademés, la funcién coseno hiperbélico es siempre mayor
que cero ya que la exponencial siempre es mayor que cero. Por lo tan-
to podemos dividir la funcién seno hiperbélico por la funcién coseno
hiperbdlico y obtenemos la funcién tangente hiperbdlica, continua y

definida sobre todo R:
Shx
Chz’

A partir de estas definiciones se pueden obtener sin dificultad las

Tha =

propiedades bésicas de las funciones hiperbélicas, propiedades andlogas

(que no iguales) a las de las funciones trigonométricas:
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Teorema.

Ch(—z) =Chx cos (—x) = cosx
Sh(—z) = —Shz sen (—x) = —senx
Th(—z) = —=Th(z) tan(—z) = —tanz
Ch?zr —Sh?z =1 cos’z +sen’r =1

5 1
1—-Th%r = —— 1+t =
v Ch? +lanty cos 2z

Ch(z +y)=ChzChy+ ShaShy cos (z + y) = cosxcosy — sen rsen y

Ch (22) = Ch %z + Sh %z cos (2z) = cos’z — sen’x

Ch(z —y) = ChazChy — ShaShy cos

(
(
(
Sh(z +y) = ShazChy + ChaShy sen (x4 y) = sen xcosy + cos rsen y
Sh (2z) = 2ShzChx sen (2z) = 2sen zcos
(

Sh(z —y) =ShazChy — ChaShy sen

Thx + Thy tanx — tany

Tl P 4 1+ tanz tany
1 (7 +y) = 1+ ThaThy tan(z —y) = 1+ tanz tany
Tha — Thy tanx + tany

Th(z —¢y) = ———— 2 te =T
1(z —y) 1—ThaThy an(z +y) 1 —tanz tany

Ademads de estas propiedades que dependen tnicamente de la de-
finicién de las funciones hiperbdlicas, por la propia definicion estas
funciones son derivables, viniendo recogidas sus propiedades en lo que

sigue:
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x _ —r\/ T —x
Sh’xz(e ¢ ):e T Cha,

2 2
! -
o e’ +e " _el—e”_
Chx_< 5 )— 5 =Shux,
Th'e — Shz '7Cthhx78thhz7 1
- \Chz/) Ch2z ~ Ch2z’

Resumiendo:

Sh'z = Chz, Ch'z=Shz, Th'z=

h21

Ahora que conocemos las derivadas de las funciones hiperbélicas se

- LA ! ! 4 R ot i
puede ver facilmente que Sh’x y Th'x son ntimeros reales estrictamente
mayores que cero, luego ambas funciones son estrictamente crecientes
y por lo tanto aplicaciones inyectivas. Estudiando los limites cuando
z tiende a +00 conoceremos entre qué intervalos ambas funciones son

biyectivas.
Observacién.

lim Shz = +o0, lim Shz = —o0,
T——00

r—+00

lim Thz =1, lim Thz = —1.

r—+00 T——00

&0
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Figura 1: Funcién seno hiperbélico

Teorema. Las funciones:

Sh: R — R Th: R — (-1,1)

r — Shz r — Tha

son biyectivas.

Sin embargo, la funcién coseno hiperbélico no es una aplicacién bi-
yectiva cuando la consideramos definida sobre todo R, es més, mediante
el uso de las derivadas de la funcién Ch se puede ver que dicha funcién

tiene un minimo en x = 0.

12.1. Los argumentos hiperbdlicos de
las funciones hiperbdlicas

Hemos visto ya que las funciones seno y tangente hiperbdlicas son in-
vertibles, con lo cual nos podemos plantear la biisqueda de sus funciones
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T — 1Y) = CcoSTCOos Y + sen asen y

T — Y) = SN TCOS Y — COSTSEN Y
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Figura 2: Funcién coseno hiperbélico
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Figura 3: Funcién tangente hiperbélica
inversas, éstas funciones se llamaran argumento del seno hiperbdlico
y argumento de la tangente hiperbdlica.
Aunque la funcién coseno hiperbélico no sea una biyeccion, si la con-
sideramos definida s6lo sobre la semirrecta positiva o negativa, si que
es un biyeccién y tiene sentido buscar el argumento del coseno hi-

perbdlico.

‘ Argumento del seno hiperbdlico ‘
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Partiendo de la igualdad y = Shz, encontrar el argumento del seno
hiperbdlico se trata de despejar x en funcién de y. Para ello seguimos

los siguientes pasos:

e —e
She=y=——
X Yy D)

T —r
€ T

=y=e —e"=2.

Ahora hacemos el cambio de variable z = e”; de donde % =e "

. 1
Shz=e¢"—e"=2%=z2—-=2%=2>—2yz—-1=0 (2

¥4
2+ /Ay +14
7 2y+ oyt

1+ 92
Ahora hay que observar que el signo menos anterior no tiene sentido

va que para €l, z serfa negativo, sin embargo z debe ser positivo por

ser igual a e®. Entonces:

ArgSh y = log(y + V42 + 1).

‘ Argumento del coseno hiperbélico ‘

Partiendo ahora de la igualdad y = Chz, encontrar el argumento
del coseno hiperbélico se trata de despejar « en funcién de y. Para ello
procedemos como antes:

e +e"

Chz:yéT:yéeI—&-e’”:Qy.
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Ahora hacemos el cambio de variable z = e*, de donde % =e"

" 1
Chx:eLJre’I:2y:>z+;:2y:>z272y2+1:0 (3)

2
Lo EVAY A v24y4:yi /1.

En este caso el signo menos si tiene sentido porque no hace que z

sea negativo. Entonces:

ArgCh y = log(y + 9% — 1).

‘ Argumento de la tangente hiperbélica

Observemos para empezar que la tangente hiperbélica sélo estard de-
finida en el intervalo (—1,1), ya que la tangente hiperbélica sélo toma
valores en dicho intervalo. Partimos de la igualdad y = Th z y hacemos

en los calculo que siguen el cambio de variable z = e”:

12.2. Las derivadas de las funciones hi-

perbdlicas y sus analogas trigo-

nométricas
Sh'z = Chua, sen’z = cosx
Ch'z = Shu, cos'z = —senx
Th'z = tan’ @ =
YT Chey M= st
ArgSh 'z ! arcsen 'z !
ATgON T = —/——, arcsen r = ———
s 1422 +v1 — a?
1 1
ArgCh 'z = ————, arccos’ © = ————x
s +va?2—1 +v/1 — 2?2
1 1
ArgTh 'z = gt arctan’ z = e

(4)

13. Primitivas de expresiones que con-
tienen cosx y senx
En esta seccidén vamos a analizar cémo obtener primitivas del estilo

f f(cosz,senz) dz, donde f es una fraccidn racional y el intervalo

donde queremos calcular la primitiva serd (—m, ).
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13.1. El cambio de variable x = 2 arctant

El cambio de variable z = 2arctant, es decir, t = tan 3, pone en
correspondencia el intervalo (—m, ) con toda la recta real. Al realizar
este cambio serd de utilidad tener en cuenta las relaciones trigonométri-
cas usuales que dan las siguientes igualdades:

1—1t2 2
SenT =

COST = —— .
1+t 1+¢2

(©)
Al realizar este cambio de variable y tener en cuenta las relacio-

nes anteriores convertiremos la primitiva inicial en la de una fracciéon

racional en la variable ¢:

11— 2t 2
— 1t.
/f<1+t2’1+t2)1+t2(

Aunque este cambio nos asegura el éxito en la resoluciéon de primi-

tivas, otros pueden conllevar una resolucién mas simple. Vedmoslo.

13.2. El cambio t =senx

Si la fraccién racional f(senz,cosz) es del estilo fi(sena)cosx en-
tonces el cambio de variable ¢ = sen x nos lleva a una resolucion mas

sencilla. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir

f(senx, cosx) por cosz nos quedan sélo potencias pares de cos x, pues

basta poner cos?z = 1 — sen ’z.

13.3. El cambio ¢ = cosx

Si la fraccién racional f(sen x, cosz) es del estilo fi(cosz)sen x en-
tonces el cambio de variable ¢ = cosz nos lleva a una resolucién més
sencilla que utilizando el primer cambio de la tangente del angulo mi-
tad. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir
f(senx, cos z) por sen x nos quedan sélo potencias pares de sen x, pues

basta poner sen 2z = 1 — cos %z,

13.4. El cambio ¢t = tanx

En el caso en el que la fraccién racional f(senx,cosz) sea del es-
tilo fi(tanx) entonces se hace el cambio tanxz = ¢ y la primitiva
J filtanz) dz queda como

fi(tanz)
1+ tan’x

h(t) dt

1+ tan’z) do = .
(1+ tan®z) da e

Estaremos en este caso si al sustituir senz por cosxtanz en la
expresion f(sen x, cos ) nos quedan sélo cosenos elevados a exponentes

Cona 2y — 1
pares, pues basta poner entonces cos“z = ; Y

13.5. Casos particulares

Un caso interesante de las primitivas de funciones trigonométricas
son las de la forma

/ cos"zsen "'z dz,

donde los exponentes m y n son naturales. Utilizando las férmulas
de trigonometria puede expresarse cos™x como una suma en la que

m

intervienen cosenos multiplos de x, y sen ™z como una suma en la que
intervienen cosenos y senos multiplos de z. Al efectuar la multiplicacion
de dichas sumas aparecerén productos de la forma sen (ax)cos (8z) y

productos de la forma cos (ax)sen (Bz). Para calcular las integrales de

estos productos se descomponen en sumas utilizando las formulas:

2sen (ax)cos (Bz) = sen [(a + B)z] + sen [(a — 3)z] (6)

2cos (ax)cos (Bz) = cos [(a + B)z] + cos [(a — B)z] (7)

Por otro lado, otra situacion interesante es aquella en la que dispone-
mos de una fraccién racional en las variables cos (r1z), cos (raz), . . ., cos (r,x)

sen (s1x), sen ($2x), . .., sen (s,x), siendo los nidmeros 71,79, ..., ry,

S1, 52, ..., Sy, son racionales. Tomemos el minimo comun multiplo de

los denominadores de dichos mimeros, p, y hagamos el cambio x = pt.

Con lo que obtendremos una primitiva donde intervienen cosenos y
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senos multiplos enteros de ¢. Finalmente, cada una de las funciones
anteriores se puede expresar como un polinomio de cost y sent, con lo

que hemos pasado al primer caso de este apartado.
Ejercicio.
Resuelve:
L[ Mﬁ da usando el cambio tan(z/2) = t,
2. f m dx usando el cambio senx = t,

2
sen “a . . . _
3. [ Troor; dz usando el cambio tanz = t.

14. Primitivas de expresiones que con-
tienen Vax? + 2bx + ¢

En esta seccion se estudian las primitivas del estilo f (@, Vaz?+ 2bx + ¢) dz,
donde f es una fraccién racional y a, by ¢ son nimeros reales con a # 0.

En estas primitivas siempre hay que tener en cuenta la identidad:

5 ( b)2 ac — b?
ar+br+c=alz+—| + s
a a

lo cual sugiere hacer el cambio de variable ¢ = x+b/a transformandose

la primitiva de partida en:
/ F(t = bja,Val? +d) dt.
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En el caso que d sea cero, a debe ser positivo y la primitiva toma la
forma [ f(t — b/a,/at) dt, que no plantea dificultades. Por lo tanto
consideraremos que estamos en el caso d # 0 y veremos la forma de

proceder distinguiendo tres casos.

L. d < 0ya > 0. En este caso hacemos el cambio de variable |/t =

u y obtenemos la nueva primitiva

/ f(@u -2 VEVET du= [ fi V) du,

donde f; es una fraccién racional. Esta tltima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio u = Chwv.

2.d > 0ya > 0. En este caso hacemos el cambio de variable |/ =t =

u y obtenemos la nueva primitiva

/ f(\/? LVAVT=) du= [ /T du

u— =
a a
donde fy es una fraccién racional. Esta tltima integral se resuelve
facilmente haciendo el cambio u = sen v.
3.d >0y a>0.En este dltimo caso se hace el cambio \/%t =uy

obtenemos la nueva primitiva

/ f<\/§u7§,¢am) du= [ p VD) d
donde f; es una fraccion racional. Esta tltima integral se resuelve
facilmente haciendo el cambio u = Shv.

61

Tema 2: Matrices y determinantes
Gabriel Soler Lopez
26 de septiembre de 2006

1. Definicion de matriz. Tipos de ma-

trices

Definicién (Matriz).

Una matriz de tamano m X n sobre el cuerpo K es una coleccion de
mmn elementos de K ordenados en una tabla de m filas y n columnas

de la forma:

app aiz -0 Al
Ay Gz -+ A2p

)
Am1 Ap2 - Qg

con a;j € K para todo (¢, j) € {1,...,m} x {1,...,n}.

Notacién.

= Al conjunto de todas las matrices de tamano m X n sobre el cuerpo

K se le denota por My, (K).
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= Denotaremos a las matrices con letras mayisculas A, B, C, ....

= Los elementos de las matrices se denotaran con minusculas a, b, ¢, .. ..

= Si denotamos a una matriz por la letra A, entonces el elemento
de dicha matriz que estd en la fila ¢ y columna j se le denota

genéricamente por a; ;, asi que A = (am)(i Dellommix{Ln}
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Tipos de matrices y mas notacién.

es igual al de columnas, es decir, si m = n.

2. A= (ai;) mix{L..n} © Una matriz filasim = 1.

i.5)e{1,...,

30 A= (i) jye(r,mpx {1,y © Wa matriz columnasin = 1.

. S1i A tiene todos los elementos por encima (respectivamente por

wt

debajo) de la diagonal igual a 0 se dice que A es triangular inferior
(resp. triangular superior), es decir, si a;; = 0 para todo j > i
(resp. a; ; = 0 para todo j < 7).

6. Una matriz es diagonal si y solo si a; ; = 0 para todo i # j.

7. Dos matrices Ay B son igualessiy sélo si tienen el mismo tamano,
por ejemplo m x n, y ademds para todo (i,5) € {1,...,m} x

{1,...n} se tiene que a;; = b; ;.
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Solucidn: en un primer paso calculamos exp(Bz) con

Como pp(z) = (x—1—d)(x—1+14),0p={A\ =1+, o =1—1},

a1(z) = +3 v as(x) = — %, se tiene

. 1 a1
B = W [IA — (1 = i)y) — T LJA — (1 +0) ]y =
21 21
2senx + cosx —2senx
sen @ —2senx + cos
Asi que cualquier solucién del sistema serd del tipo
2sen x + cos T —2sen x c

y(z) =
sen —2senx + cosx &)

O

Acabamos esta seccion resolviendo un sistema no homogéneo por el
método de variacion de las constantes, tal y como explicamos en la
pégina 77.

Ejemplo. Resolver el sistema:
' =dx +2y+ ¢,

y' = 3z + 3y,
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Solucion: para esta ecuacién ya hemos encontrado la solucién del sis-
tema lineal homogéneo. Asi que debemos encontrar una solucién par-
ticular del sistema no homogéneo con el método de variacién de las

constantes. Calculamos pues.

o (x) 1 / 370 427 276" — 2e7 e’ J
= v
o) 5 3e 07 — 3¢ 2e707 4 37 0
1 3¢5 42 1 3 1 or 4 g
= 7/ doe = = ° dz,
5 -5z 5 —3e=%
3e -3 =5 - 3T+ ¢
asl que una solucién particular del sistema sera
1 [ 3€5% +2e* 32e0" — 2" \ 1 _36575‘ + 2z
olz) == , N A -
9\ 3¢ — 3T 2e67 4 3¢ | 0 7_3% — 3z
_ iez 10z — 3
%\ 3-15
Y la solucién general del sistema serd:
3e07 4 2e” 32e5" — 2e” a 1, 10z-3
ool =\ o + g€
3¢0" — 3¢ 2% + 3¢t e 3— 15z

O

El calculo hecho de la exponencial de una matriz en esta secciéon nos
va a dar la estructura de las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales. En particular, la interpretacion de la ecuacion 12
permite probar la proposicién que sigue.
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Proposicién. Sean A € M,,(R) e y(t) una solucién de 'y’ = Ay.
Entonces cada una de las coordenadas de y(t) es una combinacion

lineal de las funciones
theltcos th, tFelsen th,

donde a + bi recorre el conjunto de los valores propios de A con

b>0y0<k<mla+bi).

Temas 1, 2 y 3 del Bloque II. Repaso del calculo
diferencial de una variable Gabriel Soler Lopez 11
enero de 2004

1. Introduccién a los niimeros reales

En este tema se estudia la continuidad y la diferenciabilidad de fun-
ciones reales de variable real. Conviene por lo tanto, repasar las propie-
dades del conjunto de los niimeros reales. Ya sabemos que el conjunto
de los nimeros reales es un cuerpo, pero ademas satisface otras propie-

dades que se utilizan en el desarrollo del calculo diferencial.

1.1. Los nimeros reales son un cuerpo
que completa a los niimeros racio-
nales Q

El siguiente ejemplo sencillo muestra la necesidad de completar los

numeros racionales.

Ejemplo. La longitud de la diagonal del cuadrado que sigue no se

puede medir con un nimero racional.

1

V2 1

sSabéis demostrar que V2 no es racional?

Si /2 fuera racional existirian nimeros enteros a y b tales que:

a
2=
V2 b

ademds se pueden elegir a y b primos entre si, es decir, se pueden

elegir de manera que la fraccion estd simplificada.
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Elevando al cuadrado la expresion anterior se tiene:
2= g =2 =a’
Asi que el nimero a® es par y a también debe ser par, es decir
a = 2m para cierto nimero entero m. Por lo tanto:
2% = 4m? = b? = 2m>.
De lo anterior se tiene que b* es par y por lo tanto b también es

par. Pero esto es una contradiccion con el hecho de que a y b sean

primos entre si.

2. Propiedades del conjunto de los nime-

ros reales R

2.1. Propiedades algebraicas
Los ntimeros reales son un cuerpo, es decir, satisfacen los siguientes
axiomas para cualesquiera numeros reales x, y v 2:
Axioma 1. La suma es conmutativa: z +y =y + x.
Axioma 2. La suma es asociativa: x + (y + 2) = (z +y) + 2.

Axioma 3. El ntmero real 0 verifica # + 0 = z (0 es el elemento

neutro de la suma).
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Axioma 4. Existe un nimero denotado por —x tal que z+(—x) = 0.
Axioma 5. El producto es conmutativo: z4 - y+ .
Axioma 6. El producto es asociativo: x 4 - 2) = (v +y) + .

Axioma 7. El nimero real 1 verifica -1 = x (1 es el elemento

neutro del producto).
Axioma 8. Existe un ntimero denotado por z7 ! te (1 2.2 = 1.

Axioma 9. Se verifica la propiedad distributiva del producto respec-

toalasuma:z-(y+z)=z-y+z- =
Ejercicio.
Usando los axiomas demostrar:
1. Si dos elementos x,y € R verifican que x4+ y = y, entonces x = 0.
2. Si dos elementos x, y € R verifican que x - y = y, entonces z = 1.
3. 81z 4y =0 entonces y = —x.

4. Dados a, b € R, lasolucién de la ecuacion a+z = besx = (—a)+b
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2.2. El orden en R

Definicién (Relacién de orden). Definimos en el conjunto de los

numeros reales la relacion < de la siguiente forma:

a<b & JreRTU{0}talquea+z=10
Proposicion. La relacion de orden anterior verifica las siguientes
propiedades:
Reflexiva: para todo nimero real x se verifica © < x.

Antisimétrica: para cualesquiera nimeros reales a,b sia < by

b < a entonces a = b.

Transitiva: para cualesquiera nimeros reales a,b,c, sia < by

b < c entonces a < c.

Orden total: para cualesquiera a,b € R siempre se tiene que o

bien a < b o bien b < a.

Proposicién (El orden y la aritmética). Dados a,b,c,d € R,

se tiene:
1. Sia<bentoncesa+c<b+ec.
2. 5ia<byc>0 entonces ac < be.

3. Sia<byc<0 entonces ac > be.
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4. 8ta<byc<dentoncesa+c<b+d.

2.3. Densidad de Q y de [ = R\Q en R

Teorema. Si z,y € R, x <y, exister € Q tal que x <r < y.

Teorema. Si z,y € R, x <y, existei € I tal que x <i < y.

2.4. Principio del encaje Cantor
Dada una sucesién de intervalos [a,, b,] tales que:
1. an < apy1,
2. by > b1,
3. 1y (b — a@n) =0,

entonces existe un unico nimero real r tal que

{T} = m [am bn]

neN

Observacién. Este principio tiene gran importancia para probar,

por ejemplo, el teorema de Bolzano.
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upct
Nota adhesiva
es un por de producto

upct
Nota adhesiva
las sumas son productos

upct
Nota adhesiva
es cierto si x es diferente de 0

upct
Nota adhesiva
para demostrar esto si c>0 es trivial. Si c<0 también es verdad. La propiedad es cierta independientemente del valor c


3. Axioma del supremo

Definicién. Dado un conjunto A C R, se dice que el nimero a € R
es una cota superior del conjunto A si se verifica que x < a para
todo z € A.

Dado un conjunto A C R, se dice que el ntimero b € R es una cota
inferior del conjunto A si se verifica que x > b para todo = € A.

Si un conjunto tiene una cota superior se dice que estd acotado
superiormente.

Si un conjunto tiene una cota inferior se dice que estd acotado in-
feriormente.

Si un conjunto esta acotado superior e inferiormente se dice que esta
acotado.

La menor de las cotas superiores de un conjunto se llama supremo
del conjunto.

La mayor de las cotas inferiores de un conjunto se llama infimo del
conjunto.

Si el supremo de un conjunto estd dentro del conjunto entonces se
llama también mdzimo del conjunto.

Si el infimo de un conjunto estd dentro del conjunto entonces se

llama también minimo del conjunto.
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Ejemplo. Para el conjunto (1,7] tenemos:
= 8 10y 7 son cotas superiores del conjunto.
n 7 es el supremo y también el mdximo del conjunto.

= [ es el infimo del conjunto pero no existe el minimo.

Completitud de R. R es un cuerpo completo, es decir, cualquier

conjunto acotado superiormente tiene un supremo.

Observacién. El conjunto Q no es completo porque si tomamos
el conjunto

A={reQ:r<V2}
se tiene que estd acotado superiormente por ejemplo por 2, pero

no tiene supremo en Q.

3.1. Limites de funciones

Definicién (Limite lateral por la derecha). Se dice que el limite
de la funcién f : (a,b) € R — R por la derecha en el punto xg es [
y se denota por h'mzﬁl,g f(x) =1 si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal

que si z € (zg, Tg + J) entonces |f(z) — | <e.
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Definicién (Limite lateral por la izquerda). Se dice que el
limite de la funcién f : (a,b) C R — R por la izquierda en el punto xo
es | y se denota por Hm,_ﬁra f(z) = Isi para todo € > 0 existe § > 0

tal que si x € (xg — 6, zp) entonces |f(z) — 1] <e.

Definicién (Limite). Se dice que el limite de la funcién f : (a,b) C
R — R en el punto zg es { y se denota por lim,_,,, f(z) = I si para
todo € > 0 existe & > 0 tal que si & € (zg — J,z9 + J) entonces

) 1] <

Proposicién. Dada una funcion f : (a,b) — R son equivalentes

los dos apartados siguientes:
1. Eziste lim f(x) y es igual a l,
T—x0

2. existen los limites h’m+ f(x) y lim f(x) y son iguales a l.
I‘*IU I‘*IU

Ejemplo. Dada la funcion

r+1 six>1
fl@) =

r+2 six<l,

se tiene:

1. 11/1I11+ f(x) =2, ya que para todo ¢ > 0 tomando § = € se tiene
que siz € (1,1+0) entonces |f(z)=2| = |[z+1-2| = |z —1] =
r—1<l+d—1=d=ce
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2. lm f(z) =3, ya que para todo € > 0 tomando § = min{e, 3}
z—1-

se tiene que si x € (1 —0,1) entonces
[fl)=3|=|z+2-3=lz—-1=1—x (16)

ycomol—06<x<1 entonces —1 < —x < —1y sumando

1 en la desigualdad
0<l—2<0d. (17)
Ahora usando las ecuaciones 16 y 17 tenemos:
. 1
|f(z) — 3] <0 =min{e, 5} <e,
con lo que queda probado que lim f(x) = 3.
r—17

3. lbin}f(z) no existe ya que los limites laterales son diferentes.

4. Continuidad

Definicién (Funcién continua en un punto). Sea f : (a,b) —
R una funcién y xg € (a,b), decimos que f es continua en xq si y sélo
si:
para todo € > 0 existe & > 0 tal que si x € (29— J, 29+ 0)
entonces f(z) € (f(zo) — 9, f(zo) +9).
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Nota: z € (g — d,z0 + 9) es equivalente a |z — x| < 4.
Proposicién. Sea f : (a,b) — R una funcidn y zy € (a,b), enton-
ces son equivalentes:

1. La funcion f es continua en el punto x,

2. f(x) = lim f(x).

T—T0
Definicién (Funcién continua). Sea f : (a,b) — R, diremos que
es continua si es continua en todos sus puntos.
Definicién (Funcién discontinua en un punto). Sea f : (a,b) —
R, diremos que es discontinua en xy si no es continua en el punto z.
Definicién (Funcién discontinua). Sea f : (a,b) — R, diremos

que es discontinua si es discontinua en alguno de sus puntos.

4.1. Tipos de discontinuidad

Dada una funcién f(a,b) — Ry zy € (a,b), distinguiremos tres
tipos de discontinuidades.
Discontinuidad evitable. f presenta una discontinuidad evitable

en el punto xg si:

lim+ fx) = lm_f(x) # f(xo).

T ToT
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Discontinuidad de primera especie o de salto. f presenta una

discontinuidad de salto en el punto xg si:

h'm+ f(z) # lim f(z).

T Ty

¥

2
L /
] S
-1
. /
-1 =0.5 1} [} 1

Discontinuidad de segunda especie o esencial. f presenta una
discontinuidad esencial en el punto xg si no existen o son infinitos

uno o los dos limites laterales.
¥

1

ELFENG WA

£x]

)

4.2. Teoremas relativos a funciones con-
tinuas

Teorema (Weierstrass). Toda funcidn f(z) continua en un in-
tervalo cerrado [a,b] admite un mdzimo y un minimo (absoluto)

en [a,b].

Teorema (Bolzano). Si una funcién f(zx) es continua en un in-
tervalo cerrado [a,b] y se cumple que f(a)f(b) < 0 entonces existe

c € (a,b) tal que f(c) =0.

5. Derivabilidad de funciones reales de

variable real

Definicién (Derivada de una funcién en un punto). Dada
una funcién f : (a,b) = Ry ¢ € R se define la derivada de f en el

punto ¢ como:
f'(e) = lim fleth) = flo f(c)

h—0 h

Si una funcién f es derivable en todos sus puntos entonces diremos

que la funcién es derivable.
Proposicién (Propiedades de la derivada). Dadas funciones
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derivables f, g - (a,b) — R se tiene:
= (f+9)(0)=flc)+g(c)
= (f9)(c) = fle)gle) + flc)g'(c).
= Sik es una constante (kfY(c) = kf'(u).
= 5 g(c) # 0 entonces (1) (¢) = o),

» Sih= fog entonces h'(c) = f'(9(c))g (c).

= Si f es inversa de g, es decir, si fog=go f=Id entonces

1
9'(@) = 75m

Proposicién (Algunas derivadas de funciones concretas).

Si f:(a,b) — R es una funcidn derivable entonces:

& (senz) = cos () & (cosz) = —sen (x)

& (logz) =1 & (tanz) = 1+ tan®(z) = cos;z(f)
& (a*) =a"loga & (e") =¢"

& (aresen ) = 7 & (arccosa) = L

& (arctan z)’ = H—%

Teorema (Relacién entre derivabilidad y continuidad). Si
la funcién f(a,b) — R es derivable en el punto c € (a,b) entonces

es continua en dicho punto.
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5.1. Teoremas relativos a funciones de-
rivables

Teorema (Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcién continua en
[a,b] y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), existe al menos un punto
a € (a,b), tal que f'(a) = 0.

Teorema (Del valor medio de Lagrange). Sea f : [a,0] —
R una funcidn continua en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces

existe al menos un punto o € (a,b), tal que
f) = fla)

]

Teorema (Del valor medio de Cauchy). Sean f,g: [a,b] — R

funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces existe

al menos un punto o € (a,b), tal que

fo) = fla) _ ()

o —gle) ~ gle)
Teorema (Regla de L’Hépital). Sean las funciones f, g : [a,b] —
R derivables en un entorno del punto ¢ € (a,b) y tales que las de-
rivadas no se anulan simultdneamente en ningin punto de dicho
entorno, salvo en c. Si ambas tienden simultdnemente a 0 (o a
infinito) cuando x tiende a ¢, se verifica:

lim @) lim )

T—c g(z) T—c g’(x) :
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5.2. Crecimiento, decrecimiento, maxi-
mos y minimos

Teorema (Crecimiento y decrecimiento). Sea f : (a,b) — R
una funcion derwable. La funcidn f es creciente en (a,b) si y sdlo
si f'(x) > 0.

La funcidén f(x) es decreciente en (a,b) si y sdlo si f'(z) <O0.

Teorema (Crecimiento y decrecimiento estricto). Sea f :
(a,b) — R una funcidn derivable. Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b)
entonces [ es estrictamente creciente en (a,b).

Si f'(z) < 0. para todo x € (a,b) entonces f es estrictamente

decreciente en (a,b).

Teorema (Extremos). Sea f : (a,b) — R una funcidn derivable

n veces en el punto ¢ € (a,b) y tal que

Fley=f"c)=-=f""De)=0; f"c)#0.

Entonces, sin es pary f®)(c) <0, la funcidn presenta un mdzi-
mo relativo en c. Sin es par y f™(c) >0, la funcién presenta un

minimo relativo en c.

5.3. Concavidad, covexidad y puntos de
inflexion

Definicién (Convexidad). Se dice que la funcién f : (a,b) — R

es convexa en el intervalo (a, b) si para cualesquiera x; y 2 de (a,b),

se tiene que el segmento rectilineo que une los puntos (z1, f(z1)) y

(@a, f(22)) queda por encima de la grifica de f.

Figura 4: Ejemplo de funcién convexa

Definicién (Concavidad). Se dice que la funcién f : (a,b) — R
es concava en el intervalo (a, b) si para cualesquiera x; y zo de (a,b),
se tiene que el segmento rectilineo que une los puntos (a1, f(z1)) v

(wa, f(z2)) queda por debajo de la gréfica de f.

Figura 5: Ejemplo de funcién céncava
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Teorema. Sea f : (a,b) — R wuna funcién dos veces derivable.

Entonces:

1. 8i f"(x) > 0 en (a,b) entonces [ es conveza en (a,b).

2. 5i f"(x) <0 en (a,b) entonces f es céncava en (a,b).
Definicién (Punto de inflexién). Una funcién f : (a,b) — R se
dice que presenta un punto de inflexién en ¢ € (a, b) si en dicho punto
pasa de convexa a cncava o viceversa.

Teorema. Sea [ : (a,b) — R una funcién que tiene un punto de
inflexidn en ¢, entonces f"(c) = 0.
Esta condicion es necesaria pero no suficiente.

Teorema. Sea f : (a,b) — R wuna funcidn derivable n veces en

c € (a,b) y tal que:

fly=1"e)=-=f""e)=0y ) #0.

Entonces, si n es impar la funcion f presenta un punto de in-

flexion en la abscisa c.
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5.4. Representaciones graficas de fun-
ciones

El estudio y la representacion grafica de una funcién y = f(x) se

suele realizar siguiendo el siguiente orden para determinar:
1. Dominio de la funcién.
2. Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

3. Simetrfas respecto del eje 0Y (aquellas funciones que verifican
f(z) = f(—=) para todo z, se llaman funciones pares) y respecto
del eje 0X (aquellas funciones que verifican f(z) = —f(—x) para

todo x, se llaman funciones impares).
4. Zonas de crecimiento y decrecimiento.
5. Maximos y minimos.
6. Zonas de concavidad y convexidad.
7. Puntos de inflexién.

8. Asintotas.
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6. Aproximacién local de una funcién

6.1. Introduccién

Dado un polinomio de grado n, P,(z), es posible desarrollarlo en

potencias de x — a y escribirlo de la forma:
Po(z) = ag+ ai(z — a) + as(z — a)’ + - - - + an(z — a)"
Si derivamos sucesivamente el polinomio obtenemos:
Pl(x) = a1 + 2a9(x — a) + 3az(z — a)? - - + na,(z — a)"!
Pl(z) =2a54+3-2(x —a)+4-3(x —a)’+...n-(n—Da,(z —a)">

PW(z) = nla,,

Si tomamos © = a en las expresiones anteriores se obtienen las

siguientes igualdades:

Py(a)=ay,  Pyla)=a,  PBl(a)=2ay,  P)(a) =32as...

..................... ,P™(a) = nla,

Despejando los valores de a; y sustituyendo en P,(z) tenemos:
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6.2. Desarrollo de Taylor de una fun-
cion

Pregunta. Si tenemos una funcién real de variable real f que ad-

mite derivadas hasta el orden n + 1 en el punto = a ;Es posible dar

una expresion similar a la anterior para ella?

Respuesta. La igualdad

fla)
1l

(r—a)+L@($—a)2+~~+

f(@) = fla)+ >

no es cierta porque si lo fuera, f seria un polinomio y no tiene por

qué serlo.

Aunque la igualdad anterior no sea cierta si es posible saber cudl es
la diferencia entre el miembro de la izquierda y el de la derecha. Esto
es importante porque si dicha diferencia es pequena podremos utilizar

un polinomio para aproximar la funcién f.
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Fijamos en lo que sigue una funcion f real y de variable real, n + 1

veces derivable en el punto x = a.

Definicién (Polinomio de Taylor y Mac-Laurin). El polino-
mio Py(z) = f(a) + L8z — a) + Lz — a)? + -+ + L20 (g
recibe el nombre de Polinomio de Taylor (o desarrollo de Taylor) de
orden n de la funcién f en el punto a.

Si a = 0 entonces este polinomio también se llama Polinomio de

Mac-Laurin (o desarrollo de Mac-Laurin) de orden n de la funcién f.

Definicién (Resto de orden n). El resto de orden n de la funcién

f en el punto a es:

(n+1)
Roe) = {RTS% —a, con€ € (a2,

Teorema (Taylor). Se verifica la igualdad:
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Definicién (Funcién o((x—a)")). Una funcién real de variable real
g se dice que es una o((z — a)") (o pequeiia de (z — a) de orden n) si

verifica:

- g(@)
JILH}L (x —a)"

=0

Teorema. R,;1(z) es una o((x — a)"), es decir:

lim M =0
r—a (r — a)”
Ejercicio. Calcula el desarrollo de Mac-Laurin de orden n de las fun-

ciones e* senx y cos .

7. Resolucién de ecuaciones por el méto-

do de biparticién

Dada una ecuacién f(z) = 0 con f continua en [a,b] y tal que
f(a)f(b) < 0y con una raiz inica r en [a, b], el método de biparticién
consiste en realizar los siguientes pasos:

1. Calcular el punto medio entre a y b, es decir mg = ”T*b,

2. Si f(m) = 0 entonces r = my,

3. En caso contrario tomamos el intervalo [a1, bi] C [a, b] entre [a, my)
0 [my, b]. Elegimos aquél en el que la funcién toma en los extremos
puntos opuestos, es decir, 7 € [ay, by].
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4. Volvemos al primer paso y repetimos la operacion hasta que r =
m, (puede que no se consiga).

Si no conseguimos la raiz en un nimero finito de pasos, al menos
tendremos una sucesién de intervalos encajados en la que se encuentra
la raiz:

re-- Clap,b,) C -+ Clar, ] C[a,b],

ademas:
b—a
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Teorema. (a,) es una sucesion creciente y (b,) es una sucesion

bn, —ap =

decreciente, ambas acotada, y por lo tanto convergentes.

Asi que:
Im a, =a <b
n—oo
y
lim b, =03 > a,
n—oo
ademas:

lm (a, —b,) =a—F=0=>a=0.

n—o00

Ademés este limite es la raiz de la ecuacion porque:

I f(a,)f(b) = f(a) <0= f(a) =0.

n—00
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7.1. Cota del error absoluto en la n-
sima aproximacion
Si tomamos como valor aproximado de r a a,, tenemos:

<r—ag<i®
O_T—G,L_W.

Si tomamos como valor aproximado de r a by, tenemos:

b—a

271,

0<b,—r<
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7.2. Ejemplo

La ecuacién f(z) = 23 + 42 — 10 = 0 tiene una raiz en [1,2], ya
que f(1) = =5y f(2) = 14, si aplicamos el algoritmo de biseccién

obtenemos los valores de la tabla que sigue:

) fipad
n iy [ [ AL
5 2.375

25 1.79687

2 1.
- LS "
3 1 15 1375 016211
4 1 1.375 [ 0. 84839
5 1 1.375 1: 0. 35098
3 1 1.375 1 0.00641
7 1. 1.375 1. 0.03236
B 1 1.367 1 003215
2 ! ! 7 1 0000072
1o 1.3 1.365234375 1.36 0.01605
11 1.364257813 1.365234375 1. 364746094 0.00799
12 1. 364746004 1.365234375 1.364990235 000396
13 1.364990215 1.365234375 1.365112305 0.00194

Figura 6: Ejemplo del método de biparticién
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7.3. Ejemplo

Calcular una rafz de la ecuacién f(x) = 0 para la funcién f(z) =

n Ty flzn)
1 | 0.7853981633974483 f(x) = —0,0782913822109007

cosz — x en el intervalo [0, Z]. 21 0.39269908169872414 f(x) = 0,5311804508125626
En este ejemplo tenemos f(0) = 1 > 0y f(§) = —3, con lo cual 3 | 0.5890486225480862 f(z) = 0,24242098975445903
empezamos calculando el punto medio del intervalo de partida, es decir: 4| 0.6872233929727672 J(z) = 0,08578706038996975
my = 7 =~ 0,7853981633974483. 5| 0.7363107781851077 f(x) = 0,0046403471698514
6 | 0.760854470791278 | f(z) = —0,03660738783981099
. 7| 0.7485826244881928 | f(x) = —0,015928352815779867
. 8 | 0.7424467013366502 | f(z) = —0,005630132459280346
o.zs 0.8 0. 1 LEs LS 9 | 0.739378739760879 | f(x) = —0,0004914153002637534
i 10| 0.7378447589729933 |  f(z) = 0,0020753364865229162
o 11| 0.7386117493669362 | f(z) = 0,0007921780792695676
e 12| 0.7389952445639076 | f(z) = 0,0001504357420498703
Figura 7: Grafica de la funcién f(z) = cosz — x 13| 0.7391869921623933 | f(x) = —0,00017047619334453756
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" . Flan) 8. Meétodos iterativos

141 0.7390911183631504 | f(x) = —0,000010016828909886755

151 0.739043181463529 f(x) = 0,0000702103057914627
16| 0.7390671499133397 | f(
17 0.739079134138245 |  f(

x) = 0,000030096950741631545

x) = 0,000010040113990528177

18 0.7390851262506977 | f(z) = 1,1655808984656346 x 1078
19 0.7390881223069241 | f(x) = —5,0025832334377185 x 1076

(
20 | 0.7390866242788109 | f(z) = —2,4954628828899317 x 1076
21| 0.7390858752647542 | f(z) = —1,2419033295074655 x 1076

22 10.7390855007577259 | f(z) = —6,151237084139893 x 1077

23| 0.7390853135042118 = —3,017339367250571 x 107

= —1,450390605395313 x 107

(
I
241 0.7390852198774547 | f(x
25 | 0.7390851730640762 | f(z) = —6,669162500028136 x 10~°

26 | 0.7390851496573869 | f(z) = —2,7517907730256752 x 1078

27 10.7390851379540423 | f(x) = —7,931049372800203 x 10~°

Vemos por lo tanto que r* = 0,7390851379540423 es casi una raiz
ya que f(z) = —7,931049372800203 x 1079, ademés podemos utilizar
la féormula del error dada antes para ver la distancia entre 7* y la raiz
exacta r:

* b—a % m -8
|7‘77”‘§ on :ﬁ:ﬁ~l,17(]38><1() .

8.1. Introduccion

Fijemos una ecuacién f(x) = 0 con f una funcién continua en [a, b
y f(a)f(b) < 0y con rafz tnica en el intervalo [a, b].

La idea de los métodos iterativos es transformar la ecuacién f(z) = 0
en una equivalente del tipo g(x) = x, partir de un punto xo y generar
la sucesion @41 = g(x,) esperando que x, converja a la raiz buscada.

La forma mas facil de transformar la primera ecuacion en la segunda
es sumar a la ecuacion el valor z. En efecto, sumando x en los dos

miembros de f(z) = 0 tendrfamos:
f@)+o=2,

con lo cual las ecuaciones f(z) = 0y g(z) = f(z) + 2 = x tendrfan

las mismas soluciones.
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8.2. EIl método de Newton-Raphson

Suponemos aqui que la funcién f es derivable. La idea de este método
es utilizar las tangentes a la curva y = f(x) como aproximacion de la

curva.

Se trata en este método de iterar la funcién g(z) = x — {,(I).

Observacidén. Si la sucesion x, converge hacia s, entonces s es

una raiz de la ecuacion f(x) = 0.

Ejemplo. Calcular una raiz de la ecuacion f(x) =0 para la fun-
cion f(x) = cosz — x en el intervalo [0,F].

Solucién. 1. Puesto que f(0)f(%) = (cos0—0)(cosF—3) = -5 <0
la ecuacién que queremos resolver tiene solucién en el intervalo

indicado en el enunciado.

2. La solucién es tinica ya que f'(z) = —senxz — 1 < 0 en el intervalo
0,3).

3. Aplicamos el método de Newton para construir la sucesion:

COS Ty, — Tp
Tpt+1 = Tp —

cuya gréfica es:

0.z 0.4 0.6 0.8 1

-0 5

Figura 8: Gréfica de la funcién g(z) =z —

cosz—x
senz—1

Eligiendo xy = 7 obtenemos:

n Ty f(@n)
0 0.7853981635

1 0.73955361337 -0.000754874682502682

2 0.7390851781 | —7,512986643920527 x 1078

3 0.7390851332 | —7,771561172376096 x 10716

senz, — 1’
4 0.7390851332 0
es decir, en este caso estamos iterando la funcién g(z) = v — 2= .
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8.3. Resultados sobre la Convergencia Ademés la hipétesis 2 se cumple porque f(z) = —senz—1# 0y la
hipétesis 3 se cumple porque f”(x) = —cosz < 0 para todo z € [0, 3.

Teorema (Convergencia global). Sea f de clase C* verificando:
1. f(a)f(b) <0,

2. Para todo x € [a,b] se tiene que f'(x) # 0 (crecimiento o

decrecimiento estricto)

3. Para todo x € [a,b], f"(x) > 0 (alternativamente se puede

tener para todo x € [a,b], f"(x) <0)

L4 <b—a

4 Hléxﬂff-f(_a) 70)

@
Entonces existe una unica raiz s de f(x) =0 en [a,b] y la sucesion

(n)n del método de Newton converge hacia s para todo xg € [a, b]

tal que f(zo)f'(z0) > 0.

8.4. Ejemplo

El método de Newton para la ecuacién cosx — x = 0 en el intervalo
[0, 3] converge para cualquier valor zo € [0, J].

Asf que tenemos f(x) = cosx — z, f'(x) = —senz — 1y f"(x) =
—CoS X.

Ya hemos visto antes que f(0)f(5) < 0, luego se satisface la primera
hipétesis del método de Newton.
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Por 1ltimo tenemos que

O
¥ que
I e R

con lo que nuestro ejemplo también verifica la hipétesis cuarta y tene-
mos la convergencia global del método de Newton en nuestro ejemplo

en el intervalo [0, 7.

9. Ejercicios Resueltos

Ejercicio
Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

. sen®(z?)
lm ———
2=01 — cos (@3)

Solucién. Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denomi-

nador de orden 6:
. qonz*xfﬁwL’jJro(xﬁ)
SEILL = 3 T )

6
= sena? = 27 — 45 + o(zf),
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= sendz? = 2% + o(29),

2 6
wcost=1—5 44 — L4 ofaf

wcoszd=1- ’”2—? + o(29),

1 —cosa’ = ‘7? + o(z%).

)7

Ejercicio
Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

— eos 2(42)aon 3
i [1 — cos?(2?)]sen *(x)
=0 xlog(l+ 29)

Solucién. Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denomi-

nador de orden 7:

As que:
. senx=:t—% "‘g’—?—%+o(w7)7
6 6 o)
20402 1+ 5 B 5
f - 2. _ 2, 4 @ 7
alﬁ%lJro(xﬁ)iiJrﬂ((’)iQ' = sen’x = + 55 — 257 + 2% 4+ o(z'),
2! 26
= sen’z = sen wsen >z = 7° — f,f,) + %T + % + o(a7),
] cosaxc=1—§+%—§+o(oc7)7
mcosri=1- % + o(a7),
mcos?a?=1- 2? + o(z7).
s 1—cos’a? = 2% +o(x").
= [1 — cos?x?sen 3z = 27 + o(a7).
2 3 4 5 6 7
nlog(l+z)=z—L+& L4+ L4 L4 o).
= log(1 +2%) = 2% + o(z7).
= zlog(l + 2% = 27 + o(x").
203 204
Ast que: Ejercicio
Calcula los limites siguientes:
7
. [1 = cos?(x?)]sen®(x . +o(z” . o) . 25—z log(1+ad) . sen3(a2)
=l o = iy = s I B o
x x log x =0 1 olr =01 4 o (‘ I [1—cos 2(z?)]sen?(x) 1 I log(1+2%)
(’) g0 zlog(1+20) (( ) Mz—0 1—cos3(x)
Solucién.
(a) 0, haciendo un desarrollo de orden 6; (b) el limite no existe,
aunque si que existen los limites laterales (+00 cuando x tiende a 0
por laizquierda y —oo cuando  tiende a 0 por la derecha). Se necesitan
hacer desarrollos de orden 6 y luego investigar el signo de la funciéon
que aparece en el denominador [f(z) = (2 —log(1 + z*))] cuando
es cercano a 0; (c)
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Ejercicio

Calcula el limite siguiente usando desarrollos de Taylor:

. 2sen !
lim ————
201 — cos (22)

Solucién. Hacemos desarrollos de Taylor del numerador y denomi-

nador de orden 4:

0 r-1
, 2z* + o(z?) . 2+ %
Jm 179 o= lm — =
w=01—1+z4/24 o(at) a0 14 olah

T
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Tema 7: Integracion unidimensional
Gabriel Soler Lopez
20 de febrero de 2006

1. Particiones de un intervalo. Suma

superior e inferior de Riemann

Definicién (Particién del intervalo). Dado un intervalo [a, b],
una particion de [a, b] es un conjunto finito P = {zg, z1,...,2,} tal
quea=x) <1 <...<Tp_1<xy,=>=.

A los intervalos [z, x;11], 4 = 0,1,...n — 1, se les llama intervalos
de la particion P.

Se define el didmetro de la particion P como el nimero real positivo
O(P) = max{|zi1 —x],i=0,1,...,n—1}.

Dadas dos particiones P, P’ de [a, b], diremos que P’ es mds fina

que P si P C P'. Claramente, en ese caso §(P') < 6(P).
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Definicién (Sumas inferiores y superiores de Riemann).
Sea f : [a,b] = Ry P = {xg,x1,...,x,} una particién de [a, b]. Se

define la suma inferior de Riemann de f para la particion P como:

n—1

S(P, fla, b)) = Y mi(win — )
i=0

donde m; = inf{f(z) : z € [x;,zi11]},0<i <n—1

Fuma inferior para m = 20

o.z .3 o6 L) 1

Figura 9: Sumas inferiores de Riemann de la funcién seno
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Se define la suma superior de Riemann de f como:

n—1

S(P, f.la,b) = D> Mi(wia — ),

i=0

donde M; =sup{f(z): z € [z;,zi1]},0<i<n—1

Suma supszier para m = 20

0.5 1 1.5 z z.5 2

Figura 10: Sumas superiores de Riemann de la funcién seno

Proposicién. Si f : [a,b] — R, P y P" son particiones de [a, D]
tales que P’ es mds fina que P entonces:
s(P. f,la,b]) < s(P', £, [a,b])

S(P', f,[a,b]) <S(P, £, [a, b]).
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Ejemplo.

8
!
&
=
]

. o _ g 1z 2
escogiendo la particion P, = {0, .5, =

inferior de Riemann es:
T s g\
5(Pasen, 0, 71) = ;sen (%) o

y la superior:

n—

1 )
™ rmy
S(P,,sen, [0, 2]) = ;sen ( 2n ) 2n’

También podemos calcular sumas de Riemann sin elegir necesaria-
mente el méximo y el minimo en cada intervalo, sino un punto arbitra-

rio, éstas tendran su utilidad a la hora de las clases précticas.

Definicién (Sumas de Riemann). Sea f : [a,b] — R, P =
{0, z1,...,2,} una particién de [a,b] y € = (&1, ..., &—1) un vector
tal que & € [z;, xi41] para todo ¢ € {0,1,...,n — 1}. Se define la

suma de Riemann de f para la particion P y la eleccion & como:

n—1

S(P, f]a,b],€) =Y F(&)(wis1 — 3,).

i=0

2. Funciones integrables Riemann. In-

terpretacion geométrica

Definicién (Funcién integrable Riemann). Sea f : [a,0] — R

v (Pn)2%, una sucesién de particiones de [a, b] tales que:
n P,1 es mas fina que P,,n=1,2,...,00

= lim §(P,) =0.

n—oo
Se dice que f es integrable Riemann o integrable en [a, b] si existen

y coinciden los limites:

lm  s(Py, f,[a,b]) = anIolo S(Pn, £, [a,b])

n—o0
A este valor se le llama integral de Riemann o integral de f en [a,b]
y se denota por fabf(r)dz
Los numeros a y b se les llaman limites de integracion.
Adoptaremos el convenio [, f(x)dx = — fab f(z)dz y cuando @ = b,
definiremos [ f(x)dx = 0.
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Observacién (Interpretacién geométrica). Observemos que si
f(x) > 0 para todo = € [a,b], al aumentar n consideramos cada
vez particiones mds finas, luego las sumas inferiores de Riemann
se aproximan cada vez mds por defecto al drea comprendida entre
la grdfica f(z), el eje OX, la recta © = a y la recta © = b y con

las sumas superiores nos apmximamos por exceso.

Suma inferior para n = 0 Suma inferior para n = 0

0.z 0.4 0.6 0.6 1 0.5 1 LS z z.5 E

Suma superior para n = 0 Suma superior para n = 0

Asf que si f(x) > 0 para todo = € [a,b] y f es integrable Riemann,

fab f(x)dz coincide con el drea determinada por la grafica de f(z), el

eje OX ylasrectasx =ayxz =0b.

Proposicién (Aplicacién al cdlculo de limites). Sea f : [a,b] —

R y (P)5, una sucesion de particiones de [a,b] tales que Ppiq es

mds fina que Pp, n=1,2,...,00, y lim 6(P,) = 0. Si f es inte-
n—00

grable en [a,b], entonces se verifica:

b
[ 1o =l s(P. 108,
donde, para todon € N, " = (§],&5,...,&)_,) forma parte de una

e ; y T
sucesion de vectores cualquiera tales que & € [IJ,IJH] para todo

je{0,...,n—1}.

304




3. Funciones integrables: propiedades
La relacién entre continuidad e integrabilidad es estrecha, los dos
siguientes teoremas lo muestran.

Teorema (Continuidad-Integrabilidad). Si f : [a,b] — R es

continua entonces f es integrable en |a, b].

Teorema. Si f : [a,b] — R es una funcidn acotada y tiene como
mdzimo un numero finito de puntos de discontinuidad, entonces f

es integrable en [a, b].

Con respecto a la integral de Riemann y las operaciones entre fun-

ciones se obtiene:

Proposicién. Sean f, g : [a,b] — R integrables y o € R. Entonces

f+9.af, |f| y fg son integrables, ademds:
1 [2(f(@) + g(a)de = [ f(x)da + [ g(x)d.
2. [af(x)de = a [ f(z)d.
3. Si f(z) >0 para todo x € [a,b], entonces: [’ f(x)dx > 0.

4. 81 f(xz) > g(x) para todo x € [a,b] entonces: fabf(z)dx >
f:g(x)dx.

5. [V |f(@)lda > | [ f(x)da.
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6. Si ¢ € |a,b] entonces f(bf(a:)dx = [ f(x)dx + f:f(ar)dx.

1

Por 1ltimo daremos el primer teorema de la media:

Teorema (Media). Si f : [a,b] — R es continua, entonces eziste
£ € (a,b) tal que fab flz)dz = f(&)(b— a).

Teorema (Teorema fundamental del célculo integral). Sea
f : [a,b] — R una funcidn integrable. Entonces definimos F
[a,b] = R tal que F(z) = [ f(t)dt. Si f es continua en zy € [a,b]
entonces F' es derivable en xy y F'(xg) = f(z0).
Asl que, para derivar
F: [l,+00) — R
-1
T — flz e dt,
no es necesario el célculo de la integral, basta con aplicar el teorema

anterior para obtener que si zy € (1, +00) se tiene:

1

Fl2) = e.
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4. Laregla de Barrow. Integracién por

partes y cambio de variable

Proposicién. Sea f : [a,b] — R una funcién continua, entonces

la funcion:
F: [a,b] — R

T
. — [ f(z)de,
es una primitiva de f.
El siguiente resultado permite, a partir del conocimiento de una
primitiva de una funcién integrable, calcular integrales de ésta. Sera el

procedimiento que utilicemos a la hora de calcular integrales.

Teorema (Barrow). Si f : [a,b] — R es continua y F : [a,b] — R

es una primitiva de f, entonces ff f(x)de = [F(2))% = F(b)—F(a).
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Por 1ltimo, introduciremos las técnicas de integracion por partes y

por cambio de variable que permiten simplificar el calculo de integrales.

Teorema (Integracién por cambio de variable). Sea f : [a,b] —
R una funcidn integrable en [a,b] y g : [c,d] — R una funcion in-
yectiva con derivada integrable en [c, d], de tal manera que g(c) = a

y g(d) = b. Entonces:

b d
/ fe)da = / Flot)g (0.

Teorema (Integracién por partes). Dadas dos funciones de-
rivables, f,g : [a,b] — R, con derivadas integrables en [a,b], se

tiene:

b

b
@)d @)z = [f(@)g(@)]} - / o) (@)d.
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5. Aplicaciones del calculo integral al
calculo de longitudes, areas y voli-

menes

Calculo de la longitud de una curva. Consideremos la curva
definida por la funcién derivable f : [a,b] — R. Entonces la longitud

de dicha curva es:

L= /b\/lJrf’(z)zdz

Calculo del area de una superficie plana. Recordemos que
por definicién de la integral de Riemann, si f : [a,b] — Rcon f(z) >0
para todo © € [a,b] es integrable, entonces el drea delimitada por la
gréafica de f(x), el eje Ox y las rectas x = ay x = b es fabf(x)dx.
Como consecuencia de esto, si f,g : [a,b] — R son integrables con
f(x) > g(z) para todo = € [a,b] entonces el drea delimitada por las

gréficas de f(x) y g(x), larecta x = a y la recta x = b es:

b
A= [ (@) - glo)ds
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Calculo del drea de un sélido de revolucién al girar sobre
el eje Ox. Consideremos el sélido tridimensional que se obtiene al
girar la grafica de la funcién® f : [a,b] — R derivable y con derivada
continua sobre el eje Ox. Entonces el area de la superficie exterior de

dicho sélido es:

A=2r /bf(x)\/l + f/(x)*dx

Calculo del drea de un sélido de revolucién al girar sobre

el eje Oy.

A= QW/bx\/lJrf’(x)de

Calculo del volumen de un sélido de revolucién al girar
sobre el eje Ox. Consideremos el solido tridimensional que se ob-
tiene al girar la grafica de la funcién'’ f : [a,b] — R integrable sobre

el eje Ox. Entonces el volumen de dicho sélido es

1% :ﬂ/ubf(x)de

Calculo del volumen de un sélido de revolucién al girar

sobre el eje Oy.

b
V= 7r/ v/ (z)|22dx

9Suponemos que dicha grafica no corta al eje Oy

19Suponemos que dicha grafica no corta al eje Ox

310

Ejemplo. Calcula el volumen de un toro (donut) que se obtiene
al girar un circulo de radio r alrededor de un eje que se encuentra
a distancia a del centro del circulo.

Suponemos que el eje de rotacion es el eje y y que el centro del
circulo se encuentra sobre el eje de abscisas, es decir el centro es

el punto (a,0).

El circulo que estamos girando tiene ecuacion (acfa)2+y2 =12

ast que y = £+/r2 — (x — a)®. Definamos y1 = \/r?* — (z —a)?,

ast que:
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at+r _ a _
Vo 7/ R Sl Sy L S el
a Vr?—(z —a)? ar 1= (z—a)ldx
2 a+r T —a
=2

R —;
a—r AV r2— (IL — lL>2

Hacemos ahora el cambio de variable x — a = rsenf, asi que

dx =rcos0df y x = a + rsenf.

52 -
V= 277/ (@ + rsen Q)QMTCOS 6do
37/2 rcos 6

5m/2
=2 / (a + rsen 0)*rsen 6d6
37/2

5m/2
=27 / a’rsen 0 + r3sen 20 + 2arsen 20d6
3r/2

cos 30} 5m/2

3r/2
0 sen(20)]°/?
2 4

= 2ma’r [—cos 0];:?3 — 2mr3 {0030 -

+2m2ar?
3r/2
= 2ar’r?
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Otra forma de realizar el ejercicio: girando alrededor del
eje de abscisas un circulo de centro (0,a) y radio r, que tendrd por
ecuaciones a x>+ (y — a)? = r2, por lo tanto y = a£v/r? — 22. En

este caso:

V:W/(a-i- T2—x2)2dz—7r/(a—\/r2—12)2dz

"

:n/r[(m 12— a2 — (a — \/r? — a2)?|da

:ﬂ'/ dar/r? — 22dx

r

Hacemos ahora el cambio de variable x = rsenf, dx = rcos 0df:

57 /2
V =mrda / rcos Orcos 0do
3m/2
57 /2
= mdar? / cos 20d0
37/2
{9 sen (20)} 5m/2
t—1

= dar’r
4

= 2ar’r

3m/2
2
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Ejemplo. Calcula el drea de un toro (donut) que se obtiene al
girar un circulo de radio r alrededor de un eje que se encuentra a
distancia a del centro del circulo.

Suponemos que el eje de rotacion es el eje y y que el centro del
circulo se encuentra sobre el eje de abscisas, es decir el centro es

el punto (a,0).

El circulo que estamos girando tiene ecuacion (z —a)’+y?> =12,

asi que y = £+/1? — (x — a)®. Definamos y1 = /1’ — (v — a)?,

ast que:
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1 a+r _
EA = 27r/ Y 1+ yj(z)%dx
a+r 2
= 271'/ T
2

a—r
a+r 2
T
=2 —d
/a,,. r?—(z — a)?

Hacemos ahora el cambio de variable x = rsen, dx = rcos 6df:

(x—a)

2

1 d
+r27(x7a) ¢
@ x

1 5m/2 r
—A= 27T/ (a + rsen @)——rcos 0d6
2 372 rcos 6

5m/2

= 27r7’/ (a + rsen6)do
3m/2

5m/2

= 2mr[ad — rcos 0], 72

= 2rram = 2arm.

Asi que A = darm?.

315

6. Métodos numéricos para calcular in-

tegrales.

La regla del trapecio Dada una funcién f : [a,b] — R inte-
grable, la regla del trapecio consiste en aproximar la integral definida
fab f(x)dx por f; Py(z)dx, donde Py(x) es el inico polinomio de grado
1 (recta) que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Asi que:

b b —a
flads ~ [ Pia)dz =" (@) + 16)

y el error que cometemos en dicha aproximacion, si la funcién f es de
clase C2, es:

1 "
E=—55b—a)f"(e)

donde ¢ es un punto del intervalo (a, b).

El error anterior puede reducirse si utilizamos la regla del trapecio
compuesta, ésta consiste en dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos
de longitud h = by_—l“ y aplicar la regla del trapecio simple a cada uno
de los intervalos [a + jh,a + (j + 1)k] con j € {0,1,...,n — 1}. Este
método proporciona la aproximacion:

b n—1
[t (f(a) +23 fla+ih) +f(b)> ,

i=1
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para esta aproximacion el error que se comete, si f es de clase Cz, es:
2 1
E= *E(b —a)h*f"(c),

siendo ¢ un punto del intervalo (a, b).

317

La regla de Simpson. La idea de esta regla es aproximar la fun-
cién f : [a,b] — R a integrar por el polinomio de grado 2 (tinico) que
pasa por los puntos (a, f(a)), (%42, f(4%)) v (b, f(b)). De esta manera,
se obtiene la aproximacion:

b—a a+b

(@ +ar® 304 50))

bf(x)dx ~ /b Py(x)dx =

Ademds, si la funcién es de clase C*, existe ¢ € (a, b) tal que, el error
que se comete en la aproximacion es:

1 )
E=— 5 (i) ).
s~ 10

Al igual que en la regla del trapecio, si subdividimos el intervalo
[a,b] en n partes (con n nimero par) y aplicamos a cada una de ellas

la regla de Simpson, se obtiene una mejor aproximacién de la integral:

n/2

b
Lf@@:%ﬂ@mzymwwqw

n/2

4> fla+(2i— Dh)+ £(b) | |

i=1

con un error, si f es de clase C*, dado por:

—_ Lot
B = — (b a)htf(e)
estando ¢ en (a,b).
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Ejemplo. Comparacion del valor de f34(sellx + cosx + €")dr =
33,278341730851935 calculado usando las reglas del trapecio y Simp-
son haciendo n particiones del intervalo [3,4], (2 < n < 50).

Programa de Mathematica:

TrapecioCompuesta[fun_,a_,b_,n] :=

{integral = 0;

h=(b-a)/n;

For[j=0,j <n,
integral = integral+Trapecio|fun, a+hj,a+(j+1)h];
J=7J+1;

integral//N}

También se puede definir el método del trapecio compuesto en

Mathematica usando las formulas desarrolladas en la teoria:

TrapecioCompuestaBis[fun_ a_, b n] =
{h=(b—a)m
integral = (fla] + f[b]) * h/2;
For[j=1,j<=n—-1,
integral = integral + hfla + jhl;
J=7+1;
integral//N}
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SimpsonCompuestaBis|funabn) =

{h=(b—a)/n;

integral = (fla] + f[b]) * h/3;

Forl[j =1,j <=n/2,
integral = integral +4h/3fla+ (25 — 1)h];
J=7j+1]

Forlj =2,j <=n/2,
integral = integral +2h/3fla+ 2(j — 1)h];
J=3+1]

integral//N}

For[n=2,n <= 50,
simpson = SimpsonCompuestalf, 3,4, n];
trapecio = TrapecioCompuestalf, 3,4,n);
exacto = Integrate[f|x], x,3,4);
errorsimpson = Error[simpson, exacto);
errortrapecio = Error(trapecio, exacto);

Print[“Para n=" n, “el valor aproximado por Simpson es:

InputForm([simpson], “y por el trapecio: 7, InputForm|[trapecio]];

Print[“El error de Simpson es: ", errorsimpson, “y el del
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trapecio: 7,
errortrapecio);
n=n+2;

]

Print[“El valor exacto de la integral es: 7, InputForm[exacto
[/ N]

Resultados obtenidos con Mathematica:

1. Paran = 2 el valor aprozimado por Simpson es: 33,279058180108045
y por el trapecio: 34,02019810976089.

El error de Simpson es: 0,000716449 y el del trapecio: 0,741856.

2. Paran = 4 el valor aprozimado por Simpson es: 33,278386777441625
y por el trapecio: 33,46434316252127.

El error de Simpson es: 0,0000450466 y el del trapecio: 0,186001.

3. Param = 6 el valor aproximado por Simpson es: 33,27835063881905

El error de Simpson es: 2,8196313290873576 x 1076 y el del
trapecio 0,04653414285960866.

. Paran = 10 el valor aprozimado por Simpson es: 33,27834288598059

y por el trapecio: 33,308126180449406.

El error de Simpson es: 1,1551286529520866 x 1076 y el del
trapecio 0,029784449597466844.

. Paran = 12 el valor aprozimado por Simpson es: 33,278342287970716

y por el trapecio: 33,29902635672758.

El error de Simpson es: 5,571187766673091 x 1077 y el del tra-
pecio 0,020684625875641016.

. Paran = 14 el valor aprozimado por Simpson es: 33,278342031588494

y por el trapecio: 33,29353903317648.

El error de Simpson es: 3,007365545482088 x 1077 y el del tra-
pecio 0,01519730232454708.

y por el trapecio: 33,36105351045315. 8. Paran = 16 el valor aproximado por Simpson es: 33,2783419071449
El error de Simpson es: 8,907967109506032 x 107 v el del tra- y por el trapecio: 33,28997738129034.
pecio 0,08271177960120712. El error de Simpson es: 1,7629296666932248 x 10~7 y el del
4. Paran =8 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834455048327 trapecio 0,011635650438402534.
y por el trapecio: 33,32487587371154.
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9. Paran = 18 el valor aprozimado por Stmpson es: 33,278341840913676 El error de Simpson es: 2,5284559113103455 x 107% y el del
y por el trapecio: 33,28753544812954. trapecio 0,004406566080883634.
; . A -7,
El error de Simpson es: 1,100617434968143 x 107" y el del tra- 14. Paran = 28 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834174965024
pecio 0,00919371727760665. y por el trapecio: 33,282141281985496.
10. Paran = 20 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834180306481 El error de Simpson es: 1,8798298695443805 x 1078 y el del
y por el trapecio: 33,285788709597796. trapecio 0,003799551133563339.
El error de Simpson, es: 7,221287989800373 x 107 y el del tra- 15. Paran = 30 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834174511683
pecio 0,00744697874585G425. y por el trapecio: 33,281651570503875.
11. Paran = 22 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834178017495 El error de Simpson es: 1,4264893932747214 x 1078 y el del
y por el trapecio: 33,28449630017032. trapecio 0,0033098396519430917.
El error de Simpson es: 4,9323015671731696 x 10 y el del 16. Paran = 32 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834174187124
trapecio 0,006154569318378433. y por el trapecio: 33,28125077568126.
12. Paran = 24 el valor aprozimado por Simpson es: 33,27834176567768 El error de Simpson es: 1,1019305246051658 x 1075 y el del
y por el trapecio: 33,28351330515993. trapecio 0,00290904482931853.
; . -8
El error de Simpson es: 3A825TALITIT44796 x 107" y el del 17. Paran = 34 el valor aprozimado por Simpson es: 33,278341739498465

trapecio 0,005171574307989202.

13. Paran = 26 el valor aproximado por Simpson es: 33,2783417561365
y por el trapecio: 33,28274829693282.
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y por el trapecio: 33,28091860547047.

El error de Simpson es: 8,646533045109095 x 1079 y el del tra-
pecio 0,0025768746185359515.
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18. Paran = 36 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834173773128
y por el trapecio: 33,28064024271764.

El error de Simpson es: 6,87934220700015 x 107 y el del tra-
pecio 0,002298511865698627.

19. Paran = 38 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834173639335
y por el trapecio: 33,2804046637003.
El error de Simpson es: 5,5414186572733115 x 1072 v el del
trapecio 0,0020629328483703357.

20. Paran = 40 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834173536551
y por el trapecio: 33,28020352969805.
El error de Simpson es: 4,513575957432181 x 10~ y el del tra-
pecio 0,0018617988461169244.

21. Paran = 42 el valor aprozimado por Simpson es: 33,27834173456529
y por el trapecio: 33,28003043881075.
El error de Simpson es: 3,713348517564441 x 10~ y el del tra-

pecio 0,001688707958815483.

22. Paran = 44 el valor aprozimado por Simpson es: 33,278341733934774
y por el trapecio: 33,27988041017379.
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El error de Simpson es: 3,0828413155603585 x 1072 y el del
trapecio 0,0015386793218492567.

28. Paran = 46 el valor aprozimado por Simpson es: 33,27834173343264
y por el trapecio: 33,279749521588194.
El error de Simpson es: 2,5807007641986957 x 1072 y el del
trapecio 0,001407790736261516.

24. Paran = 48 el valor aproximado por Simpson es: 33,27834173302867
y por el trapecio: 33,279634650548246.
El error de Simpson es: 2,1767287972096483 x 10~ y el del
trapecio 0,001292919696306738.

25. Paran = 50 el valor aprozimado por Simpson es: 33,27834173270066
y por el trapecio: 33,27953328627316.
El error de Simpson es: 1,8487280595280708 x 10~ y el del

trapecio 0,0011915554212247326.

26. El valor exacto de la integral es: 33,278341730851935.
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7. Integrales impropias de primera es-
pecie

Las integrales impropias de primera especie son aquellas donde al-

guno o ambos limites de integracién son infinitos.

Definicién. Si f : [a,+00) — R es tal que f es integrable en [a, ]

para todo b > a, se define

- flx)dx = tliglo /uff(x)dx

a

Si el valor anterior es finito, diremos que la integral anterior es conver-
gente, si es +00 0 —oo diremos que es divergente y si no existe diremos
que es oscilante.

De forma andloga se define [*_ f(x)dx para f : (—o00,a] — R.

Si f : R — R es integrable en [a,b] para todo a,b € R, a < b,
entonces diremos que la integral impropia f:;o f(z)dz es convergente
si existe a € R tal que ffoo flz)dz y f:w f(z)dx son convergentes y

en ese caso se define!!

400

h fla)dx = /j f(x)dx + flx)dx.

a

am . +00
Por tltimo, se dice que fa f(x)dz es absolutamente convergen-

te si "+oc |f(x)|dz es convergente. Se hard notar que toda integral

T Demostraremos que este valor no depende del nimero a € R escogido
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impropia absolutamente convergente es convergente.

Calculo de integrales impropias de primera especie. Al
igual que para la integral de Riemann, las integrales impropias son

faciles de calcular cuando se conoce una primitiva del integrando.

Teorema. 1.5 f:[a,+00) — R es tal que faﬂc f(x)dx es con-

vergente y F(z) es una primitiva de f(z) entonces:
+00
/ f(x)dx = lim F(t)— F(a).
a t—+00

2. 8i f:(—o0,a] = R es tal que [*_ f(x)dz es convergente y

F(x) es una primitiva de f(x) entonces:
/ f(@)dz = F(a) — tlﬁjl F(t).

3. Si f:(—o0,+00) — R es tal que ff;o f(x)dx es convergente

y F(x) es una primitiva de f(z) entonces:

+00

(x)dz = lim F(z)— lim F(z).
—0 T—+00 r——00

Criterios de convergencia. Como ya sabemos, es posible que sea
muy dificil o incluso imposible encontrar una primitiva de una funcién
dada. Asi, serfa muy interesante obtener criterios que permitan conocer

el cardcter de una integral impropia sin conocer su valor.
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Vamos a introducir criterios para funciones f : [a, +00) — R tales
que f(z) > 0 para todo z € [a,+00). De forma andloga se tienen los
criterios para integrales impropias del tipo ffoo f(z)dz siendo f(z) <0

para todo z € (—o0, a).

Proposicién. Sea f : [a,+00) — R tal que f(z) > 0 para todo x €
[a,+00), f es integrable en [a,b] para todo b > a y h’lil f(z) > 0.
2—+00

Entonces faﬂx f(z)dz es divergente.

Asi, aplicando este criterio se obtiene la divergencia de integrales

impropias del tipo f(;rx z"dx siendo n > 0 o de f;roo izi;daﬁ pe-

ro no podemos decir nada sobre el cardcter de la integral impropia
f0+°° e’ dx.

Los siguientes criterios permiten deducir el caracter de ciertas inte-
grales impropias a partir del conocimiento del cardcter de integrales

impropias de otras funciones.

Proposicién (Criterio de comparacién). Sean f, g : [a, +00) —
R positivas tales que f,g son integrables en [a,b] para todo b > a

y supongamos que f(z) > g(z) para todo x € [a,+00). Entonces:

1. Si f;m f(z)dz es convergente entonces faﬂx’ g(x)dx es conver-

gente.
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2. Si f:oo g(z)dz es divergente entonces f:oo f(x)dz es divergen-

te.

Proposicién (Criterio del limite). Sean f,g : [a,+00) — R

dos funciones positivas integrables en [a,b] para todo b > a. Sea

= 1fI+Il % € R. Entonces:
T—+00

—

1. 81> 0, faﬂc f(x)dz es convergente (divergente) si y sdlo si

fﬂo g(x)dzx es convergente (divergente).

a

2.8i1=0y [ f(z)dz es divergente entonces [ g(x)dz es

divergente.

3. 85il=0y faﬂc g(z)dz es convergente entonces f;m flx)dx es
convergente.

. +oo .
Es sencillo demostrar que para a € R, f{ . r]—& es convergente si

a > 1y divergente si @ < 1. El criterio anterior junto con el caracter
de estas integrales impropias permiten obtener el caracter de muchas

integrales impropias.
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8. Integrales impropias de segunda es-
pecie

Supongamos que tenemos una funcién fla,b) — R integrable en
la, ¢] para todo ¢ € (a,b) y tal que Ilgzlﬁ f(z) = oo ;Qué significado
tiene la expresion fab f(z)dz? En principio, a esta expresion no la hemos
dotado de un significado concreto ya que la funcién f no es acotada,

nos ocuparemos en esta seccién de darle un significado.

Definicién (Integral impropia de segunda especie). Sea f

una funcién como antes. Entonces, se define

b
A f(x)dz = tlil;{ ll flx)daz.

Si este limite es finito, se dice que la integral impropia de segunda
especie f: f(x)dx es convergente, si es infinito se dice que es divergente
v si no existe se dice que es oscilante.

Anélogamente, si f : (a,b] — R es integrable en [c,b] para todo

c€(a,b)y lim = oo, se define
z—at

b b
/ flx)dx = lim flx)dx
a t—at Jy
y se tienen andlogas definiciones de convergencia, divergencia y oscila-
cién.
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Al igual que para integrales impropias de primera especie, en las
condiciones anteriores de la funcién f, se dice que la integral f f(x)dx
. o
. b )
es absolutamente convergente siy solo si [)|f(x)|dx es convergente.

Ademas se vera que la convergencia absoluta de una integral de segunda

especie implica también la convergencia de la integral.

Célculo de las integrales impropias de segunda especie.
Para estas integrales también dispondremos de un andlogo a la regla

de Barrow, la dos proposiciones siguientes lo recogen.

Proposicién. Sea f : (a,b] — R tal que h’m+ f(z) = o0, fab f(x)dx
es convergente y supongamos que F(x) es una primitiva de f(z).
Entonces:

b
f(x)dx = F(b) — lim F(t).

t—at
Proposicién. Sea f : [a,b) — R tal que 11’1})1 flx) = o0, fabf(ac)dx
o
es convergente y supongamos que F(x) es una primitiva de f(x).

Entonces:

/b fla)dz = th/IZI)E F(t) — F(a).

Criterios de convergencia de las integrales impropias de
segunda especie. En cuanto a los criterios de convergencia, dispon-

dremos del criterio de comparacién y del limite, ambos los enunciamos
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para integrales impropias que tienen su singularidad en el limite infe-
rior. Los resultados andlogos para cuando se tiene la singularidad en
el extremo superior son también ciertos y se deja su enunciado como

ejercicio al alumno.

Proposicién (Criterio de comparacién). Sean f,g : (a,b] —
R positivas, integrables en [c,b] para todo ¢ € (a,b) y tales que
lim f(z) = lim g(z) = +o00. Si f(x) > g(x) para todo = € (a,b]
z—at z—at

entonces:
1. Si fab f(x)dz es convergente entonces fabg(x)dr es convergente.
2. Si ng(x)dx es divergente entonces fab f(z)dz es divergente.

Proposicién (Criterio del limite). Sean f,g : (a,b] — R fun-
ciones positivas, integrables en [c,b] para todo c € (a,b) y tales que

lim f(z) = Ilg?+g( x) = co. SealfllimJF (]8 € R. Entonces:

z—at
1. 81 +#0, fabf(z)dx es convergente (resp. divergente) si y sdlo

s ng(x)da: es convergente (resp. divergente).

2.5il=0y f x)dx es convergente entonces f z)dx es con-

vergente.

3. 85il=0y fnb f(x)dx es divergente entonces f g(z)dz es diver-
gente.
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De este criterio, junto con el hecho de que para funciones del tipo
_ 1 b

flx) = T e tiene que K mdw es convergente si @ < 1y

divergente si a > 1, se obtiene la convergencia de muchas integrales

impropias de segunda especie.
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Tema 8: Integracion multidimensional
Gabriel Soler Lopez

marzo de 2006

1. Integrales de Riemann en rectangu-

los

Definicién (Particién de rectangulos). Consideremos el rectdngu-
lo [a,b] x [¢,d] y scan Py = {a = xg,&1,...,3y, = b} y Pa = {c =
Y0, Y1y - - - Ym = d} particiones de [a,b] y [c, d] respectivamente. En-

tonces, diremos que
PixPy={(v;,y;) ER*:1<i<n1<j<m}

es una particion de [a,b] X [c,d).

A partir de Py x Pa se obtiene una descomposicién del rectangulo
como unién de los recténgulos Rij = [xi, Tip1] X [y, yj41), 0 < @ <
n—1,0<7<m-—1

Definiremos por didmetro de la particién al nimero §(Py x Py) =

V(@i — i)+ (Y — )2

MAax
(i.))€{0,...n—1} x{0,...m—1}
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Definicién (Sumas de Darboux-Riemann). Sea f : [a,b] x
[¢,d] — R una funcién acotada y

Pix Py={(z;,y;) ER*:1<i<n1<j<m}
una particion de [a,b] X [c, d]. Entonces:

1. Se define la suma inferior de Darbouz-Riemann de f asociada

a la particion Py X Py como

n—1m—1

(f Pl X PQ Z Zmu I7+1 - Iz)(%ﬂ - 'U7)

i=0 j=0

donde my; = min{ f(z,y) : (2,y) € s ara] x [y, ]}

2. Se define la suma superior de Darbouz-Riemann de f asociada

a la particion Py X P como

(f7 Py x PQ Z Z ]W Tit1 — xz)(!/frl - '!/])7

donde ]‘lu IIl(lX{f(l’,y) (73 y) € [-7),‘,73}14,1] X [yjr yj+1]}
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Definicién (Funcién integrable Riemann). Se dice que la fun-
cién f : [a,b] x [¢,d] — R es integrable Riemann si existe un tinico

numero real, I, tal que:
s(f,P1 x Py) < T < S(f,P1 x Po)

para toda particién Py X Ps de [a, b] X [c, d]. Entonces diremos que T

es la integral (doble) de f en [a, b] X [¢, d] y escribiremos:

I twdsay =1
[a,b]x[c,d]

Proposicién. Dada f : [a,b]x[c,d] — R entonces, si f es continua

es integrable.

Interpretaciones para calcular dreas y volimenes

1. Cuando la funcién f es positiva, la integral de f en [a,b] x [c, d]
coincide con el volumen delimitado por la gréafica de la funcion f

y dicho rectangulo.

2. Cuando la funcién f es idénticamente igual a 1, el valor de la
integral es (b — a)(d — ¢), es decir, el drea del recinto sobre el que
integramos. Esta observacion trivial tendra importancia cuando
generalicemos la integral a otro tipo de recintos.
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Teorema (Fubini). Si f : [a,b] X [c,d] — R es continua entonces:

//[”W[ad] Jle)dedy = /(d (/: fa, y)dx> dy
B /,,b (ff@ y>dy) do

Ejercicio
Calcular para Q = [0, 1] x [0, 3] las integrales

(a) [fozydady. (b) [[qaevdudy. (c) [[,y*senzdudy.
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2. Integral doble sobre recintos basicos

de R?

Definicién (Recinto basico de R?). Un recinto bdsico de R? es
un conjunto acotado,  C R, que tiene interior no vacio y frontera
formada por una unién finita de curvas de la forma y = f(z) y v =

g(y), donde fy g son funciones reales de una variable real continuas.

Definicién (Integral de Riemann sobre conjuntos basicos).
Sea f : € — R una funcién acotada donde €2 es un recinto basico y
sea [a, b] X [¢, d] el menor rectangulo que contiene a €. Entonces, si la
funcién
f:lab x[ed — R
flzy) s (z,y)€Q,
0 si(z,y)¢Q,

es integrable, diremos que f es integrable en €). En ese caso se define

(x,y) - f(xvy):

la integral (doble) de f en € como:

/ /Q fla,y)dady = / /[a e fla,y)dzdy.
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Interpretaciones geométricas de integrales sobre recintos

basicos

Si 2 es un recinto basico y f : 2 — R una funcién, entonces:

1. Cuando la funcién f es positiva, la integral de f en €2 coincide con
el volumen delimitado por la grafica de la funcién f y el conjunto

Q.

2. Cuando la funcién f es idénticamente igual a 1, el valor de la

integral es el area del recinto €.
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Propiedades de las integrales sobre recintos basicos

Teorema. Si ) es un recinto bdsico de R? y f :  — R es continua

entonces f es integrable Riemann en ).

Proposicién. Sea Q0 C R? un recinto bdsico, f,g : Q — R inte-

grables y o, B € R. Entonces:

1. af + Bg es integrable en Q y:

//Q(af(ny) + Bg(z, y))dady = a‘//Q fla, y)dedy

+8 //Q 9(@,y)dzdy.

2. 8i f(x,y) > 0 para todo (x,y) € Q, entonces [ [, f(x,y)dzdy >
0.

3. 80 f(x,y) > glx,y) Y(z,y) € Q entonces [ [, f(z,y)dedy >
[fo 9z, y)dzdy.

4. [Jo @, y)dedy = [ [ [z, y)dody.

5. Sea Q= QU con QN =0y Qy, Qy son recintos bdsicos.

Caélculo de integrales sobre recintos basicos

Para calcular la integral de f: 2 — R siendo € un recinto bésico:

(1.) Fijamos una de las dos variables de integracion y el intervalo méxi-

mo sobre el que vamos a integral dicha variable.

(2.) Después delimitaremos los limites de integracién de la segunda

variable respecto a la primera.
En concreto, si fijamos en (1.) como variable a la x:
= Definimos los conjuntos Q, = {y € R: (z,y) € Q}.
= Elegimos
a=min{z:Q, #0}, b=mix{z:Q, #0}
y para cada z € (a,b) tomamos

c(r) =minf{y :y € %}

e

d(z) =méx{y :y € Q. }.

Entonces:
Supondremos ademés que (c(z), d(z)) € Q, vy que f es continua.
[ stwpazay = [[ stizdy+ [[ soppazay.
@ h 2 Con esta notacién se tiene:
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Teorema (Fubini). Ejercicio

J[ sty = [ (/ ('()) f<x,y>dy> d.
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Calcular las integrales dobles siguientes en los recintos que se indican:
1. [foydedy en Q = {(z,y) € R? : 2? +y* < 1}.

2. [[oBy* + 2?)dedy en Q = {(z,y) e R?:a? +3* < 1, }.

3. [Jov/Fydady en @ = {(z,y) €R?*:0<y <1, y? <z <y}

4 [foyetdady en @ = {(z,y) €R*: 0 <y <1, 0<w < g’}

5. [[oy +logadedy en Q= {(x,y) e R*: 05 <2 <1, 22 <y <z}

Ejercicio
Calcular las integrales dobles siguientes en los recintos que a continuacién se
dan:

1. [fo(4 = y*)dady en el recinto limitado por las ecuaciones y* = 2z e y? =

8 — 2.
2. [fo(@* + y?)dzdy en el recinto limitado por y = 2% e y = 2.
3. [fo(@+y)dzdy en el recinto limitado por y = 2° e y = 2 con =1 <z < 1.

4. [Jo(3zy*—y)dzdy en la region limitada por y = |z, y = —|z| y € [-1,1].
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Ejercicio

Calcular la superficie de las siguientes regiones:

—

. Circulo de radio R.

2. Elipse de semiejes a, b.

3. La regién limitada por las ecuaciones 2? = 4y y 2y — . — 4 = 0.
4. La regién limitada por las ecuaciones z +y =5y zy = 6.

5. La regién limitada por las ecuaciones z = y y = = 4y — y*.

Ejercicio

Calcular el volumen de los siguientes sélidos:

—

. El limitado por § + § + § = 1y los planos de coordenadas.

[N

. El tronco limitado superiormente por z = 2z + 3y e inferiormente por el

cuadrado [0,1] x [0,1].
3. Esfera de radio R.
4. Cono de altura h y radio de la base R.

5. El tronco limitado superiormente por la ecuacién z = 2x+1 e inferiormente

por el disco (z — 1) +y? < 1.
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3. Calculo de integrales dobles median-

te cambio de variables

Teorema. Sea ) un subconjunto abierto y bdsico de R* y sea f :
Q — R una funcién integrable. Sea A un abierto de R* y ® : A —

R? una funcién tal que:

2. ® es diferenciable en A y
3. |J(®(u,v))| # 0 para todo (u,v) € A.

Entonces, se verifica que A es un abierto bdsico y:
[[ #tegpazay = [[ i@ )@ opldude
Q A

El cambio de variable que mds emplearemos en R? es el cambio a
coordenadas polares, dado por:
®: (0,+00) x (0,27) — R?
(r,0) —  (rcosf,rsenf).

Ademés |J®(r,0)| = 1.
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4. Integrales de Riemann en prismas

rectangulares de R?
El concepto de integral triple sobre prismas rectangulares (productos

de tres intervalos) se introduce de forma andloga al de la integral doble

sobre rectangulos. Ponemos de manifiesto sus propiedades.
Proposicién. Dada f : [a,b] X [¢,d] X [e, f/] = R entonces, si f es
continua es integrable.

Interpretacién geométrica para el cdlculo de voliimenes

Cuando la funcién f es idénticamente igual a 1, el valor de la integral
es (b—a)(d — ¢)(f — e), es decir, el volumen del prisma sobre el que

integramos.

Teorema (Fubini). Si f : [a,b] X [c,d] x [e, f] — R es continua

entonces:
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//[ll=b]><[0,d]><[(>,7f] fl@,y)dwdydz
B /ef (/cd (/abf(x’y’ Z)df) dy) dz
B /ab (/d (/Hfﬂ““"’y)dz) dy> dz
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Ejercicio
Calcular para = [0,1] x [0, 3] x [—1, 1] las integrales

(a) [[[qayzdadydz. (b) [[[qze**dadydz. (c) [[[y*z senwdwdyd:z.
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5. Integral triple sobre recintos basicos

de R3

Definicién (Recinto basico). Un recinto bésico es un conjunto
acotado 2 C R? que tenga interior no vacio y frontera formada por
una unién finita de superficies de la forma z = f(z,y),y = g(x,2)
vy « = h(y, z), donde f, g y h son funciones continuas reales de dos

variables reales.

Definicién (Integral de Riemann sobre conjuntos bdsicos).
Sea f : 2 — R una funcién acotada donde €2 es un recinto bésico de
R3y sea [a, b] x [¢, d] x [e, f] el menor prisma rectangular que contiene
a €. Si la funcién
Filablxledxlef] — R
s o e { @) s @y e,
0 si (wy,2) €9

es integrable, diremos que f es integrable en €. En ese caso se define

la integral de f en € como:

///Q flz,y, 2)dedy = ///[a,b]x[c,d]x[e,f] f(xy z)dxdydz.

Interpretacién geométrica
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IS fQ f(x,y, z)dzdydz da el valor del volumen del recinto € cuando
f(x,y,2z) =1 para todo (z,y, z) € 2. Este hecho se utilizard bastante

en las clases de problemas.

Propiedades de la integral triple sobre recintos basicos

Teorema. Si Q) es un recinto bdsico de R® y una funcion f : Q —

R continua, entonces f es integrable Riemann en ).

Ademés las propiedades vistas para integrales dobles sobre recintos

basicos se verifican también en este contexto.

Ejercicio
Calcular las integrales que a continuacién se piden en los recintos correspon-
dientes:
1. [ffo(ysenz+z)dadydz en Q = {(z.y,2) ER*:y > 2> ¢% 0 <w,y < 1}.
2. [ffqzdedydz en Q = {(z,y,2) €R*: 1 >3? +2% 0< 2 <1},

3. [[fqyazdedydz en Q = {(x,y,2) e R®: =5 < z <y’ 4, —1 <,y <1}

Ejercicio

Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por z = 1 e inferiormente

por z = /a2 + y%
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Ejercicio

Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por el cilindro parabélico
2 =1 —y?, inferiormente por el plano 2z + 3y + z + 10 = 0 y lateralmente por

el cilindro circular 2% + > + 2 = 0.

Ejercicio

Hallar el volumen del sélido limitado por los paraboloides de ecuaciones z =

222 —ytyz=a’+y%

6. Calculo de integrales triples median-

te cambio de variables

Teorema. Sea 2 un subconjunto abierto bdsico de R3 y sea f :
Q — R integrable. Sea ® : A — R? donde A es un subconjunto

abierto de R? tal que:

2. ® es diferenciable en A y
3. |J(®(u, v,w))| # 0 para todo (u,v,w) € A.
Entonces A es un abierto badsico y:

///sz f(x,y, z)dedydz = ///A F(@(u,v,w))|J(®(u, v, w))|dudvdw.

Los cambios de coordenadas mas importantes en R? son los cambios

a coordenadas esféricas y cilindricas.
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Coordenadas cilindricas

& Rt x [0,27[xR — R3\ {(0,0,0)}
(r,8,z2) —  (rcosf, rsind, z)

Si (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)} tal que ®(r,8,2) = (x,y, z) entonces:

w =/ 2?+y?
= 0 es el dngulo que forma el vector de posicién del punto (z,y,0)

con la parte positiva del eje OX.

Ademés |J®(r,0,z)| = 7.

Coordenadas esféricas

®: R x [0,27[x[0,7] — R3\ {(0,0,0)}
(r,0,¢) —  (rcosBsen g, rsen fsen @, reos @)

Si (7,y,2) € R3\ {(0,0,0)} es tal que ®(r, 0, ¢) = (,y, z) entonces:

wr =/ 22+ y? + 22

= 0 es el dngulo que forma el vector de posicién del punto (z,y,0)

con la parte positiva del eje Oz

= ¢ es el dngulo que forma el vector de posicién del punto (z,y, 2)

con el vector de posicién del punto (z,y,0) (colatitud).

Ademés |J®(r, 0, )| = rsen .

356




Ejercicio

Haciendo uso de las coordenadas esféricas « = rcos fsen ¢, y = rsen fsen ¢
y z = rcos ¢, calcular:
1. El volumen de una esfera de radio R.
2. [ffo(@® + y* + 2%)dwdydz en el recinto Q = {(z,y,2) € R® : 1 <
2?4+ y? + 22 < 2%

3. El volumen del recinto del apartado (b).

Tema 9: Funciones de varias variables.
Continuidad
Gabriel Soler Lopez
abril de 2006

1. Topologia en R"
Definicién (Norma, espacio vectorial normado). Una norma
sobre R" es una aplicacion:
[ -1l R" — R"
x = xl,
que satisface las siguientes propiedades para cada par de vectores X, y:
(a) |Ix]| >0y [|x]| = 0siysdlosix=0.

M) Ix+yll < x|l + llyll (desigualdad triangular).

(c) Para todo nimero real A se tiene que ||[Ax|| = |A|||Ix]].
El par (R", || - ||) recibe el nombre de espacio vectorial normado.
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Ejemplo. (R, -]}, (R, |- 2), (", |- |lx). (&, |- ) son espacios

vectoriales normados para las definiciones siguientes:
1. |- es el valor absoluto de nimeros reales.
2.8ix=(z1,..., %), [X[]l2 = V2T + 25+ - + 22,
3l = lwa] + faa| + -+ + |,
4 Ixlloe = max{laa], 2o, ..., |2al}-
Ejercicio
Da una razén que justifique que la aplicacién f : R? — R, definida
por f(z,y) = sen (y 4+ z), no es una norma

Solucién. La aplicacién no es una norma porque f(0,7) = 0y

(0,7) # (0,0).

1.1. Nociones topoldgicas asociadas a
un espacio normado

El concepto andlogo al de intervalo en el caso multidimensional es

el de bola, éste permitird desarrollar la topologia de R™.

Definicién (Bola, dico). Fijada una norma || - || de R", dado un

punto x € R" y un nimero real € > 0, se define la bola abierta o disco
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abierto de centro x y radio € (vesp. bola cerrada o disco cerrado de

centro X y radio €) como el conjunto

D(x,e) ={y e R": [[x —y|l < ¢}

(resp. D(x,€) = {y € R": [x —y| < ¢}).

Definicién (Conjunto abierto y cerrado). Un conjunto A C R”
se dice abierto si y sélo si o A = ) o bien para todo punto x € A
existe € > 0 tal que D(x,€) C A.

Un conjunto F' C R” se dice cerrado siy sélosi R"\F = {x € R" :

x ¢ F} es abierto.

Definicién (Interior, clausura y frontera de un conjunto).
Dado un conjunto D C R" se define el interior de D, y se denota por
IntD, como el mayor conjunto abierto contenido en D. La clausura
de D, denotada por ClD, es el menor conjunto cerrado que contiene
a D. La frontera de D se denota por FrD y se define como FrD =

CID\IntD.

Los conjuntos abiertos y cerrados satisfacen las propiedades que re-

cogemos en la siguiente proposicion.
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Proposicién. 1. y R" son conjuntos abiertos y cerrados a la

vez.

2. La union numerable de conjuntos abiertos es un conjunto abier-

to.

3. La 1interseccion numerable de conjuntos cerrados es un con-

junto cerrado.
4. La unidn finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

5. La interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto.
6. Un conjunto es abierto si y solo si coincide con su interior.
7. Un congunto es cerrado si y sélo si coincide con su clausura.

8. Elinterior de un conjunto A es la union de todos los conjuntos

abiertos contenidos en A.

9. La clausura de un conjunto A es la interseccion de todos los

conjuntos cerrados que contienen a A.

361

Definicién (Conjuto acotado y compacto). Un conjunto A C
R” se dice acotado si 'y s6lo si existe un niimero real positivo k tal que
lx|| < k para todo x € A. El conjunto A se dird compacto si y sélo

si ademads de ser acotado es cerrado.

Definicién (Puntos de acumulacion, interiores y aislados).
Dado un conjunto A C R" y un punto x € R", se dice que X es un
punto de acumulacion de A si para todo nimero € > 0 se tiene que
D(x,e) N A\{x} # 0. El conjunto de los puntos de acumulacién se
denota por A’.

Se dice que el punto x es interior a A siy solo si pertenece a IntA.
Por 1ltimo se dird que x es un punto aislado de A si y sdlo si es un
punto de CIA que no es de acumulacion.

Ejercicio

Pon un ejemplo de un conjunto no compacto en R? y justifica por
qué no es compacto.

Solucién. {(z,y) € R?: 22 + y? > 5} no es compacto porque no

esta acotado.
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2. Funciones de varias variables. Limi-

tes

Iniciamos esta seccién dando la definicion de funcion de varias varia-
bles y funciones coordenadas de éstas. Posteriormente introduciremos
el concepto de curva de nivel, el cual nos permitird obtener interpreta-

ciones gréficas de funciones.

Definicién (Funcién de varias variables). Una funcién de varias
variables es una aplicacién f : A — B, siendo A un subconjunto de

R" y B un subconjunto de R™.

Definicién (Acotacién). Una funcién de varias variables, f : A C
R" — R™, se dice que esta acotada si existe un niimero real K tal que

If(x)|| < K paratodo x € A.
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Definicién (Algebra de funciones). Dado el conjunto de las fun-
ciones de varias variables con dominio en A C R" y valores en R™,
F(A,R™), se definen las siguientes leyes en dicho conjunto:
1. Suma de funciones: dadas las funciones f,g : A — R™, se
define la funcién suma de ambas como sigue:
f+g: A — R"
x — f(x)+gx).
2. Multiplicacién de funciones: si m = 1, dadas f,g: A — R
se define la funcién producto como sigue:
fg: A— R
x — f(x)g(x).
3. Divisién de funciones: si m = 1, dadas f,g : A — R, si

g(x) # 0 para todo x € A, se define la funcién cociente como

sigue:
5: A— R
I
X = o9

4. Norma de funciones: dada la funcion f : A — R™, se define
la funcién norma de f como:
If]: A — R
x = Jf).
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Por 1ltimo destacamos el concepto de curva de nivel para una funcién
escalar de varias variables reales, las isdbaras e isotermas son ejemplos
de tales curvas.

Definicién. Dada una funcién real de dos variables f : A C R? — R,

definimos la curva de nivel de altura k como el conjunto {(z,y) € A:

f(x,y) = k}

365

3. Limite de funciones de varias varia-

bles. Propiedades

Generalizamos ahora el concepto de limite de funciones reales de

variable real para funciones de varias variables.

Definicién (Limite). Sea D CR", f: D — R™, xo € D'yl € R™
Diremos que el limite de la funcién f cuando x tiende a xg es 1, y se
representa por lim f(x) =1, si y s6lo si para todo € > 0 existe 6 > 0

X—X(
tal quesix € Dy 0 < ||x — x| < ¢ entonces ||[f(z) —1|| <e.
Proposicién. Sea D C R", xg € D' y £ : D — R™ una funcidn
con funciones coordenadas fy, s, ... f,. Entonces lim f(x) =1=
X—X()
(I3, 1oy ..., 1) siy sélo si lim fi(x) =; para todoi € {1,2,...,m}.
X%

Proposicién (Unicidad del limite). Dado D C R", xo € D' y
una funcion de varias variables £ : D — R™, entonces si eziste el

limite de la funcion £ en el punto x, éste es unico.
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Ejemplo
pe ’ alyt
Demuestra que lim, ) (0,0) TE T 0.

Solucién. Fijado € > 0 tendremos que encontrar § > 0 tal que si

l(z,y) — (0,0)|]2 = v/x?> + y? < § entonces ;;I;é = ;;I;é <e
Como
44 4y 4 2,2 2, 22
+ +yt2 +
rry rty I?J:(I y)=x2+y2<62,

<
$2+y2 I2+y2 x2+y2

entonces basta con tomar ¢ = \/E
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Proposicién. Dado un subconjunto D C R™, un punto de acu-
mulacién xg € D', funciones £,g : D — R™ y elementos m, n de

R™, se verifican:

= S5 lim f(x) = m y lim f(x) = n entonces lim (f + g)(z) =
0 X—X( X—X(

X— X

m+n.
Ademds, si m =1, se tiene que:

= S0 lim f(x) = m y lim g(x) = n entonces lim (f - g)(x) =
X—X( X—X( X—=X0

m-n.

= Si f estd acotada y lim g(z) = 0 entonces lim (f - g)(x) = 0.
X—X() X—Xo
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4. Calculo de limites de funciones de

dos variables

4.1. Limites Iterados

Proposicién. Sea f : D C R?> — R y (wg,%) € D', supongamos
que I, = lim lim f(z,y) € R y que l,, = lim lim f(z,y) € R.
Y=Y T T—T0 Y—Yo
Entonces, st existe  lim  f(x,y) =1 se tiene que l,; =1, , = 1.
()= (x0.%0)

Como consecuencia del resultado anterior podemos afirmar la no
existencia de limite, en particular, el resultado anterior admite las in-
terpretaciones siguientes:

1. Silyy,lys € Ry lyy # 1y, entonces no existe  lim  f(z,y).

x,y)—(20.50)
2. Silyy, 1y € Ry coinciden, el inico valor que puede ser( lm  f(z,y)

z.y)=(z0.y0)
es lyy = 1y, pero no podemos asegurar que exista dicho limite.

3. Puede no existir I, , 0 I, , o los dos y que exista ~ lim  f(z,y).
()= (x0.%0)

Un cjemplo de este caso es la funcién f : R? — R definida por

f(z,y) = ysen(1/z) six # 0y por f(0,y) = 0. En efecto, para

esta funcién se verificaque  lim ~ f(z,y) =0, lim lim f(z,y) =
(z,y)—(0,0) 2—0y—0

0y sin embargo h'rr(l] HI% f(z,y) no existe.
J0 2
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Ejemplo
Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la funcién
f:R2\ {(0,0)} — R dada por

2
z°+y
flzy) = m

Solucién. Si se utilizan limites reiterados se obtienen diferentes
valores y se puede justificar de esta manera que el limite doble no

existe:

. . 2 . . .
w limy, o lim,_ :T:;/yg = lim, y% = 400 (dependiendo el signo de
si el limite se hace por la derecha o por la izquierda).

2 2
7 7 Tty 7 T
= lim, o lim, o —IQW’Z =lm, o5 =1

4.2. Limites direccionales

Definicién (Limite direccional). Sea f : D C R? — R una
funcién real de dos variables reales y g : A C R — R una funcién real
de variable real tal que zgp € A"y Ilgl;og(:c) = yo. Si (wo,40) € D',
se define el lémite direccional de f a lo largo de g en (x¢, yo) como
ly=lim f(z,g(x)).

Una propiedad basica de los limites direccionales viene recogida en
la siguiente proposicion.
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Proposicién. Sean f : D CR> =R yg: ACR — R tales que

o € A"y lim g(x) = yo. Entonces, si eviste  lm  f(z,y) =
=10 (2,y)—(z0.%0)

I € R se tiene que [ = 1.

Esta proposicion tiene consecuencias a tener en cuenta a la hora del
célculo de limites. Sean g; y go funciones en las condiciones de g de la

definicién anterior y f como en la misma definicién. Se verifican:

1. Sily, # 1, entonces no existe el limite ~ lim ~ f(z,y).
(z:y)—=(z0,50)

2. Sil, ¢ R, entonces no existe ~ lim  f(z,y).
(@)~ (x0.90)

3. Siexistel,, € Rentonces, siexiste — lim  f(,y), éste coincide
’ (z.y)—(0.50)

con Ly, .

A partir de ahora nos restringiremos al cdleulo de limites en (0,0) ya

que para calcular un limite en un punto (o, yo), lim  f(z,y), una
(z.y)—(0,50)

simple translacion hace que este coincidacon  lim  f(x+xo, y+yo).
(a,9)—(0.,0)
Para intentar demostrar que un cierto limite no existe, utilizaremos

funciones del tipo g(x) = ma".
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Ejemplo
Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la funcién
f:R2\ {(0,0)} — R dada por

2Pty
a2y

I (@,y)

Solucién. Hacemos un limite direccional acercandonos por la parabo-

lay = Az

. 2?4 a? L1+ )
lim

= =1+A
2022+ A2zt a0 (1 + Az?) *

Como el limite direccional depende de la pardbola elegida entonces

no existe el limite doble planteado.
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4.3. Paso a coordenadas polares

Presentamos ahora un resultado que permite calcular el limite de
una funcién f : D C R? — R en el punto (0, 0) usando coordenadas

polares.

Proposicién. Sea D C R? tal que (0,0) € D' y f : D — R. Si
eriste | € R tal que llir(l) f(rcos@,rsenf) =1 para todo 6 € [0,2n[ y
| f(rcosB,rsen @) — 1| < F(r) para todo 6 € [0,27[ donde F es una
funcion real de variable real que satisface 71111(1) F(r) =0, entonces

lim z,y) =1.
(I-,y)ﬂ(O-,O)f( v)

Ejemplo
Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la funcién
f:R2\ {(0,0)} — R dada por
xt + 3z%y? + 2ay3
flzy) = BT
(@? +92)

Solucién.

Si hacemos el limite por coordenadas polares obtenemos:

HI% f(rcos,rsen6)
r—
4
= h'nz) %(cos 10 + 3cos 20sen %6 + 2cos Osen *0)
r—0 7
= cos %0 + 3cos 20sen %0 + 2cos Osen >0
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Como este limite depende del dngulo # no va a existir el limite.
Demostramos la no existencia recurriendo a los limites direccionales.

Hacemos un limite direccional acercandonos por las rectas y = ma:

” ot + 32m?a® + 2omia? r 2414 3m?+2m? 1+ 3m?+2m?
im = lim =
20 (@2 + m2a?)? =0zt (1+m?)? (14 m?)?

Como el limite direccional depende de m entonces no existe el limite
doble planteado.

Ejemplo

Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la funcién
f:R2\ {(0,0)} — R dada por

F o) = 225 + 293 (29022— v?) .
(@? + %)

Solucién.

Empezamos calculando los limites reiterados para ver si nos da al-

guna informacién:
3 . . 5
= lim, o limy g f(z,y) = lim, o QL% =0
; ; ; —2y°
= limy, o lim,—g f(z,y) = lim, —y,y— =0

Asi que si existe el limite valdria 0.

Intentamos ver si realmente existe usando coordenadas polares:

2r°c0s °0 + 2r3sen *0(2r2cos 20 — r2sen 20)

lﬁ% f(rcos,rsen@) = lim

r—0 rd

i 75(2c08°0 + 4 sen® fcos 20 — 2sen *@sen 20)
= lim

r—0 r4

= lfm7(2cos°@ + 4 sen® fcos 20 — 2sen *Gsen?0) = 0

Ahora tenemos que hacer la acotacién de | f(rcos 6, rsen ) — 0| por
una funcién F(r) que sdlo dependa de r y que tienda a 0 cuando r

tiende a 0:

| f(rcos 6, rsen @) — 0| = |r(2cos %0 + 4sen® fcos 20 — 2sen *Gsen 26)|

< 1 [2]cos 0] + 4[sen *0cos 20| + 2

sen *fsen®0|] < 8r = F(r)

Como lim,_,g F(r) = 0 entonces obtenemos finalmente:

lim z,y) = 0.
(-T-y)H(U-O)f( )
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5. Continuidad de funciones de varias

variables

Generalizamos en este apartado la definicion de continuidad de fun-

ciones reales de variable real a las funciones de varias variables.
Definicién (Continuidad). Sea D CR", f: D — R™y x¢ € D,
diremos que f es continua en xq si y sélo si para todo € > 0 existe
d > 0 tal quesi ||x — xg|| < d entonces ||f(x) — f(xo)|| <.
Diremos que la funcién f es continua si y sélo si es continua en todos

los puntos de D.

Aligual que en el caso de funciones reales de variable real habia una
estrecha relacién entre la continuidad y los limites, para las funciones de

varias variables existe un resultado andlogo que damos a continuacion.

Proposicién. Dada una funcion de varias variablesf : D C R" —

R™ y dado xg € D', entonces son equivalentes:
1. £ es continua en X,

2. existe el limite 1m f(x) y es igual a f(xq).
X—%0
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5.1. Propiedades de las funciones con-
tinuas

Proposicién. Dado un subconjunto D C R™ y funciones f,g :
D — R™ continuas en xg € D, se verifican:
s f + g es continua e Xg.
w |||l : D — R es continua en Xg.
Ademds, si m =1, se tiene que:
s g es continua en Xg.
Proposicién. Sean f : D CR" - R™ yg: E C R™ — R* dos
funciones de varias variables tales que £(D) C E. Sea xo € D tal
que f es continua en xg y g es continua en f(xo). Entonces g o f
es continua en Xg.
Estos teoremas tienen bastante importancia, pues a partir de ellos y
basandonos en la continuidad de las funciones coordenadas
Xi: D CR" — R
X = (Ilyx% s 71‘n) - Iy
se obtiene que los polinomios de varias variables reales son continuos y
la composicion de las funciones que conocemos también. Por ejemplo,

funciones del tipo f(z, y, z) = (sen (z%y), ¢ (“+¥2)) son continuas.
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Al igual que para las funciones reales de variable real, dada una
funcion real dependiente de varias variables reales, f : D C R" — R,
diremos que m € D (resp. M € D) es un minimo absoluto (resp.
mdzimo absoluto) de f siysélosi f(m) < f(x) (resp. f(x) < f(M))

para todo x € D.

Teorema (de los valores extremos). Dado un conjunto com-
pacto K C R" y una funcion continua f : K — R, existen valores
m e K yM € K que son respectivamente minimo y mdzimo
absolutos de la funcion f.

Ejercicio

Estudia la continuidad de la funcién que sigue:

S i g A0,
flay) = o

y o osi(z,y)=(0,y).
Solucién.

Para decidir si es continua hay que ver si se verifica:

lim x,y) = f(0,k) =k.
(z,y)ﬂ(O,k)f( y) = [(0,k)

Si se verifica la igualdad anterior entonces la funcién f serd continua.

En caso contrario no lo serfa.
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Comprobamos que en este caso se verifica lim, )05 f(2,y) = k.
Ast que, fijado € > 0, debemos encontrar § > 0 tal que si ||(z,y) —
(0,k)|l1 = |z| + |y — k| < 6 entonces |f(z,y) — k| < e.

Primera consideracién: puesto que lim, g1 — 3% = 0, para

€ = m existe dp > 0 tal que si |z — 0] < dy entonces
senz| €
1- ‘ << 18
) T 4 (18)

Segunda consideracién: elegimos ahora
, €
0 = min{l, 3 do}- (19)

Demostracién del limite: suponemos ahora que ||(z, y)—(0, k)|, =
|z| + |y — k| < 0. entonces:
sen

1) = K| <[22y = k| + ly =

sen T
<|(C2E =) gty — k| +ly— 4

<|(*2E 1) y|+ 2 - H

< ‘ (ﬂ - 1) ‘ ly| + 2|y — k| (usando ahora la ecuacién (18))
x
< mhﬂ + 2]y — k| (usando (19) tenemos que \k:yl o< 1)

< iJr 2ly — k| < (usando (19)

<Sioffoe
—4 "8 2 7
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Tema 10: Funciones de varias variables.
Diferenciabilidad
Gabriel Soler Lépez
24 de mayo de 2006

6. Derivadas direccionales y derivadas

parciales

En este apartado generalizaremos la nocién de derivada introducida
para las funciones reales de una variable real.
Definicién (Derivada direccional). Sea D un subconjunto abier-
todeR", f: D — R™yveR"\{0}.Siae D,se define la derivada
direccional en la direccién del vector v de f en a como el limite:

Def(a) = }fr% fla+ t\]/) —f(a)
f— )
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Cuando la derivada direccional se hace en la direccién de la base
candnica, se obtiene la definicién de derivada parcial:
Definicién (Derivada parcial). Sea i € {1,2,...,n}, e; el i
ésimo vector de la base candnica de R", D un subconjunto abierto
de R" y f : D — R™. Se define la derivada parcial i-ésima de la

o

funcién f en el punto a € D y se denota por e,

2 (a) = De,f(a).

(a) o por D;f(a) como

Seai € {1,2,...,n} y consideremos la funcién de una variable real
f que se obtiene de f fijando todas las coordenadas de a excepto la
i~ésima, es decir:
f"(ﬂii) = f(ah sy A1, Ty Q1 - - »an>~

Entonces la derivada de esta funcién (de una variable) en a es:

(£(ai +1) — £(a),

lm—— = 7=
t—0 t
i i n
(g et bai, ) = £ a6 ai o a)))
lim =
1—0 t

of \"
Oz; (@) : ’
P

Asi, la derivada parcial i-ésima evaluada en a es el valor que se
obtiene de sustituir a en la funcién que resulta de derivar f respecto
de x; considerando las otras variables constantes.
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Esta generalizacion de derivada tiene una diferencia notable respecto
a la derivada de de funciones reales de una variable real, pues la exis-
tencia en un punto de éstas, no implica la continuidad en dicho punto.

El siguiente ejemplo ilustra este hecho.
Ejemplo.

f: R — R

2w #0
(z,y) — [flzy) =" ’
0 st xz=0.

Para esta funcién, dado un vector v = (vi,v9) € R? con v # 0, se
tiene que la derivada direccional de f en (0,0) en la direccion de
v es:

tzug

D f((0,0)) = flbnfl%U“Tl N

v

para los vectores v de la forma v = (0,v2), la derivada direccional
es:

0
Duf((0.0)) = dim = =0.

Ast que la funcion f admite derivada direccional en el punto (0,0)
respecto de cualquier vector. Sin embargo, si calculamos el limite
de la funcién en el origen segun la direccion de la pardbola > =
2z, éste depende de A, en particular vale 2\. Asi que la funcion
f no es continua en el origen.
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6.1. Interpretacion geométrica de las
derivadas parciales de una funcién
de dos variables

La derivada de una funcién real de variable real, f: D — R, en un
punto a representaba la pendiente de la tangente a la curva {(x, f(z)) :
z € D} en el punto (a, f(a)).

Dada una funcién real de dos variables reales, f : D C R?> — R, su
grafica {(z1, z2, f(x1,22)) : (21, 22) € D} representa una superficie.

En cuanto a la interpretacién de las derivadas parciales de la funcién
f: D CR?— R,si f admite derivadas parciales en (zg, ) € D,
entonces veremos que la ecuacién del plano tangente a la grafica de f

en (o, yo) viene dada por:

2= f(zo,90) = %(woyyo)(ﬁ —20) + 2—5(9007?40)(?4 - %)
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7. Diferencial de una funciéon. Propie-

dades

Introducimos en este apartado el concepto de funcién diferenciable
que si implicard continuidad.
Definicién (Diferencial). Sea D un subconjunto abierto de R”,
f:D— R"yae D. Sedice que f es diferenciable en a si existe
una aplicacion lineal T : R" — R™ tal que
oy If(a+h) —f(a) - T(h)]

Ii
h—0 (]|

En ese caso, a la aplicacién lineal T se le llama diferencial de f en a

=0.

y se denota por df(a).

Teorema. Dado un subconjunto abierto D de R", se tiene que si
f: D — R" es diferenciable en a € D entonces f es continua en
a.

Las nociones de derivada direccional y diferencial estan estrechamen-
te relacionadas, esta relacién la recoge la siguiente proposicion.
Teorema. Sea D un subconjunto abierto de R", f . D — R" y
a€ D. Sif es diferenciable en a y v € R", entonces f es admite
derivada direccional en a en la direccion de v. Ademds:

df(a)(v) = Dyf(a).
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En particular g—f{(a) = df(a)(e;) para todo i € {1,2,...,n}.

Cuando tratamos con funciones reales de variable real, la derivabili-

dad y diferenciabilidad son conceptos equivalentes. En efecto:

Proposicién. Si D es un abierto de R y f : D — R es derivable
en a € D, entonces [ es diferenciable en a y df(a)(t) = f'(a)t.

Para funciones de varias variables reales, ambas nociones no son
equivalentes; el teorema anterior muestra que la diferenciabilidad im-
plica existencia de derivadas direccionales. Sin embargo el reciproco
no es clerto, en efecto, la funcién de un ejemplo anterior admite de-
rivadas direccionales y no es diferenciable porque no es continua. A
pesar de este ejemplo, si las derivadas parciales son continuas si que la
derivabilidad implica diferenciabilidad:

Teorema. Sea D un abierto de R" que contine al punto a. Si las

derivadas parciales, %L (i € {1,2,...,n}), existen en un entorno
del punto a y son continuas en el punto a, entonces la funcion £

es diferenciable en a.

Ademés, el reciproco del teorema anterior no es cierto puesto que la
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funcién:

fi R R

) - floy) = (I2+yz)sen\/1;Ty2 st (z,y) # (0,0),
0 s (2,y) = (0,0),
muestra que existen funciones diferenciables en un punto (el punto
(0,0) para esta funcién f) cuyas derivadas parciales no son continuas
en dicho punto.
Demostracién.
Empezamos calculando la parcial de f respecto de z. En los puntos

distintos del origen se calcula haciendo una derivada parcial normal.

Sin embargo en el origen:

8f s f(t7 0) — f(07 0)
g O0) = lim ==

1
= lfm #%sen (—) =0
t—0 t
2zsen

O (4, - VITJ B m%\/% si (z,y) # (0,0),
oz 0 si(z,y)=1(0,0),

Asl que:

Esta derivada parcial no es continua en el origen porque el limite

cuando (z,y) tiende a (0,0) no existe. En efecto, tomamos las direc-
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ciones y = Ax y obtenemos que

1 1 1
lim 2xsen - cos
7=0 VI+A2 I+ /T4 N2

no existe porque el primer sumando tiende a 0, pero el segundo no tiene
limite.
Por 1ltimo vamos a probar que df (0,0)(hq, ho) = 0. Efectivamente:

lim | £ (R, he) — £(0,0) — df (0,0)(h, ho)|
(z,y)—(0,0) l(h1, ha)ll2
(h? + h3)sen —L

I \/h3+h3
= T - Vi
(2.4)—(0,0) VI3 + K3

1
= Iim \/msen —=0
=00 VT TR
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7.1. Propiedades de la diferencial
Senalamos en este apartado las propiedades més relevantes de la
diferencial.
Teorema. Dado un abierto D C R", a € D y funciones f,g :
D — R™, se verifican:
1. Sif es diferenciable en a entonces es continua en a.

2. Sif es diferenciable en a entonces la diferencial de f en a es
unica.
3. f es diferenciable en a si y sélo si las funciones coordenadas

de f lo son.

4. St f y g son funciones diferenciables en a, entonces f + g es

diferenciable en a. Ademds:
d(f + g)(a) = df(a) + dg(a).

Teorema (Regla de la cadena). Sean D y E subconjuntos abier-
tos de R" y R™ respectivamente y sean f: D — R™ yg: E — R¥
tales que £(D) C E. Si a € D wverifica que f es diferenciable en a

y g lo es en f(a), entonces gof es diferenciable en a y

d(gof)(a) = dg(f(a)) o df(a).

388




7.2. Matriz Jacobiana

Hacemos uso ahora del algebra lineal aprendida en el bloque primero
de la asignatura. Ya que la diferencial de una funcién £ : D C R" —
R™ en un punto a € D es una aplicacién lineal, ésta estard determinada
por su matriz asociada respecto de las bases candnicas de R™ y R™.
Definicién (Matriz Jacobiana). Sea D un subconjunto abierto
de R", f: D — R™yae€ D tal que f es diferenciable en a. Se define

la matriz Jacobiana de f en a como
Jf(a) = Mp p(df(a)),
siendo B y B’ las bases canénicas de R" y R respectivamente.

Concretamente, si f es diferenciable en a entonces:

O of; of;
(@) gi(a) ... gl(a)
oy 96 Iy
Jf(a) _ 01 (a) e (a) S ;)Im(a)
Oty oty of
@) g(a) ... F2(a)

Un caso particular de la matriz Jacobiana es el vector gradiente de
una funcién diferenciable real definida en un abierto de R™, f : D C
R" — R. En este caso la matriz Jacobiana de la funcién en un punto
a recibe el nombre de vector gradiente de f en el punto a y se denota

por Vf(a).
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Ahora podemos obtener las propiedades de la matriz Jacobiana tra-

duciendo las propiedades de la diferencial anteriormente enunciadas:

Teorema. Dados abiertos D C R" y E C R™, a € D, funciones
f,g: D - R" yh: E — R* tales que f(D) C E, f y g son

diferenciables en a y h es diferenciable en f(a), se verifican:
1. J(f +g)(a) = Jf(a) + Jg(a),

2. J(gof)(a) = Jg(f(a))lf(a).
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8. Derivadas parciales de orden supe-

rior

Sea D un subconjunto abierto de R”, f : D — R™ei € {1,2,...,n}.

Si existe % en todo punto de D, se puede definir una funcién
:

o . D R™
dx; *

of
a — gT,(a%
a la cual le podemos estudiar la existencia de sus derivadas parciales.

Sea j € {1,2,...,n} y definamos la seqgunda derivada parcial:
Definicién (Derivada parcial segunda). En las condiciones an-

teriores, entendemos por derivada parcial sequnda de £, primero res-

pecto de x; y después respecto de x; en a € D como

M= 2 (2 @)
81},‘37]' a 78.Tj le -

Del mismo modo se definen las derivadas parciales terceras, cuar-

tas, etc...

Definicién (Funcién de clase C*). La funcién f anteriormente
introducida se dice de clase C" si tiene todas las derivadas k-ésimas

continuas en D. Escribiremos f € C¥(D,R™).
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Una pregunta que parece natural hacerse es que si dados 4,7 €

Pf (q) — OF eneral dicha ious
dr (a) = duyr; (a). En general dicha igual-

{1,...,n}, es verdad que
dad no se da, pero los siguientes teoremas'? dan condiciones para que

si sea cierta.

Teorema (Schwarz). Sea D C R" un conjunto abierto y f :

D — R"™ una funcion tal que % y % son continuas en D siendo
i J

i,7 € {1,...,n} distintos. Si existe % D — R™ y es continua
oy
ena € D entonces existe %(a) y se da la igualdad:
ot ot

a) =
Oz;x; Oz,

Teorema (Young-Heffter). Sea D C R" un conjunto abierto y
f: D — R™ una funcion tal que g—f y % estan definidas en D y
i J
son diferenciables en el punto a € D. Entonces existen %(a)
ity
0°f
Owjw;

(a) y son iguales.

2 Aunque sélo damos dos teoremas sobre permutabilidad, el primero en probar un teorema de este corte fue

O. Bonnet bajo hipStesis mds restrictivas que A. Schwarz
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Acabamos poniendo un ejemplo que deja claro que existen funciones
para las que si que importa el orden de derivacion. La funcion:

f: R — R

Ty ?172*12 .
2 i (w,y) #(0,0),

(:L‘,y) - f('rvy):
0 si (z,y)=(0,0),

admite las derivadas B‘ZZTL(O,O) y (;Z?J;Z (0,0) pero son distintas. En
efecto:
o*f o*f
0,0)=1 0,0) = —1.
Ty, 0 =15 5--(0.0)
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9. Extremos relativos y absolutos de

funciones reales de varias variables

Empezamos recordando la nocién de extremo absoluto de una fun-
cion real, e introduciendo las nociones de extremos relativos. Para ello

fijamos una funcién real definida en un abierto D de R™, f: D — R.

Definicién (Extremos absolutos y relativos). Un punto M €
D (resp. m € D) diremos que es un mdzimo relativo (resp. minimo
relativo) si existe un entorno U C D de M (resp. de m) tal que
f(x) < f(M) (resp. f(m) < f(x)) para todo x € U.

Un punto M € D (resp. m € D) diremos que es un mdzimo
absoluto (resp. minimo absoluto) si f(x) < f(M) (resp. f(m) <

f(x)) para todo x € D.

Teorema (Condicién necesaria para la existencia de extre-
mos relativos). Sea D un abierto de R" y una funcidn f: D —
R de clase C'. Si a € D es un extremo relativo de f entonces

f%(a) =0 para todo i € {1,2,...,n}.
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Esta condicién, sin embargo, no es suficiente. En efecto, la funcién
f: R — R
(@y) — (y—2?)(y—22?),
tiene sus dos derivadas parciales primeras iguales a 0 en el punto (0, 0),
pero éste no es un extremo relativo. Es por tanto introducir condiciones

adicionales para asegurar la existencia de extremos.

Definicién (Hessiano). Sea i € {1,2,...,n} y supongamos que la
funcién f introducida al principio de esta seccién es de clase C?, para

ella definimos la matriz hessiana de orden i en un punto a como:

r)Z r)Z 52

(';llfz (a) (');1£2 (a) e dzlj;,(a>

Pf Pf Pf
Hif(a) = | %mn (@) g2(@) - gpn(@)

o fo fod

(@) mh@ . )

Se define el Hessiano de orden i de la funcion f en el punto a como:

Aif(a) = |Hif(a)l].
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Teorema. Sea D un abierto de R", f : D — R una funcion de

clase C* y a € D tal que %(a) = gT'_f;(a) == %(a) = 0.

Consideremos la sucesion:
17 Alf(a)v AZf(a)v B 7Anflf(a)v Anf(a>7
entonces:

1. Si todos los términos de la sucesion de nimeros anteriores son
positivos la funcion tendrd un minimo relativo en a.
2. Si los términos de la sucesion anterior son alternadamente

positivos y negativos, entonces la funcion tendrd un mdximo

relativo.

3. En otro caso no se puede asequrar nada, puede existir o no

extremo relativo.

Para funciones de dos variables, se tiene que si Naf(a) < 0

entonces a no es extremo relativo de f.

Para los casos no contemplados anteriormente es necesario un anali-
sis en las proximidades del punto critico para determinar si éste es o

no un extremo relativo de la funcién.
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Ejemplo
Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y) = zy + OTU + %—JU
conz>0ey>0;

Solucién.

P 50 : 0
—f(z:7y)=y—d—z=0¢y1'2—50=0§’!/=0_2
z X

Ox
af
dy
Sustituyendo el valor de y de la primera ecuacién en la segunda:

502 50
IJ—72()70:>1237$ =|r=0ey=—75=
T

20
(x,y)=x—?=0:>a:y2—20=0

[

Asi que debemos estudiar la presencia de un extremo relativo sélo

Ahora la sucesion 1, A, Ay es 1 > 0, }gg >0, Igg 1> 0, luego en
(5,2) la funcién f presenta un minimo relativo.

Ejemplo

Calcula los extremos relativos de la funcién f(z,y) = zy log(a+y?)
siendo (z,y) # (0,0);

Solucién.

Empezamos haciendo las parciales para buscar los puntos candidatos

a extremos:

af

: 1
— o2 2 - o
55\ @y) = ylogla” +v) +ay 5= y22x =0,

0 1
—(z,y) = xlog(x® + 1*) + 2y——-32y = 0,
en el punto (5,2), para ello caleulamos el Hessiano en dicho punto. y (z,y) = wlogla” +y7) Tyxz +y? Y
o°f S (z,y) = 100 Ahora resolvemos este sistema:
a2 oY =
62f(a: Y) 40
a2\ =3 . 2 2
oy? y? ylog(ax® + ¢?) = — 21‘ y?’ (20)
o’ f o’ f 7 +y°
S8 = (@) =1
. 2272
log(2? + %) = — . 21
rlog(a® +y7) =~ (21)
de aqui deducimos:
oo 10 g
Hf(x,y)=1| " = Hf(52) = . 222
flx,y) | f(5,2) s y_ xz:f:mf:xz:w:ix
y T 2xy y
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Sustituyendo el valor obtenido para y en la ecuacién (20):
‘ 0% f 22 day(x? + y?) — 27 - 22%y
(92) — 2 _ _
+ulog(22®) = Fo = falog(22”) £ =0 2 5z, y) U 7 EEre |
= +a(log(22%) +1) = 0 = log(22?) + 1 =0 e 2z N day?
loa(22) — 1ot Lo 2ty (2 y)?
=log(2z°) =—-1=e =% o=z zf( D=z % dzy(2? + %) — 2y - 2%
o L dy? z, 22+ 2 (22 + 2)?
= Ve _ 2z n dya®
z= 7\‘/% R 2@+ 2P

AsT que los puntos donde posiblemente se encuentran los extremos

relativos son:

|
1\3"—‘
)
N————

()

Estudiamos ahora el hessiano de f:
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o f
Jzdy

2y 222 (2% + o) — 2y - 22%y
PN @+ )2

2° 20t — 20%y?
21y (@21

(z,y) =log(z* +y°) +y

= log(z? +°) +

Finalmente calculamos el hessiano, para ello distinguiremos dos ca-
sos, primero lo calcularemos en los puntos en los que = = y, p; v ps,
y luego lo calcularemos en los puntos en los que z = —y, p2 ¥ pa.
Es importante que te des cuenta de que no hace falta recurrir al valor
exacto de x e ¥, lo que simplifica los célculos.

Puntos p; y ps.

Hf(p1) = Hf(ps) =

Para estos dos puntos, como la sucesion 1,A; = 2, Ay = 4, estéd formada
por términos positivos se deduce que en ellos hay un minimo relativo.
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Puntos py y py.

Hf(p2) = Hf(ps) =
0 -2

Para estos dos puntos, como la sucesion 1,A; = —2, Ay = 4, estéd for-
mada por términos alternadamente positivos y negativos se deduce que

en ellos hay un méximo relativo.

9.1. Multiplicadores de Lagrange

En este apartado presentamos el método de los multiplicadores de
Lagrange para calcular extremos de una funcién condicionados por
algunas ligaduras, aprenderemos pues a resolver problemas del estilo:
“encontrar los puntos que estén sobre el cilindro de ecuacion z2+y? = 1
y sobre el plano de ecuacién x +y + z = 1 y cuya distancia al origen
de coordenadas sea méxima o minima”, en este problema, se trata de
encontrar un méximo o un minimo de la funcién f(x,y, z) = 22y’
cuando la consideramos definida sdlo en el conjunto {(x,y,2) € R?®:

P+ + 2 =lr4+y+z=1}

Planteamiento del problema. Sea D un conjunto abierto de RP*%, f una

funcién real definida sobre Dy g1, 2,...,6, : D — R funciones de
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clase C' tales que el rango '* de la matriz

(52)
92 ) i jye b x {1 pa)

sea igual a p. Sea S el conjunto definido por S = {x € D : gi(x) =
0,i=1,...,p}yseaa€S§.

Se dice que el punto a es un mdzimo relativo condicionado (resp.
minimo relativo condicionado) por las ecuaciones ¢;(x) = 0,147 =
1,...p, cuando existe un entorno U de a tal que f(a) > f(x) (resp.
f(a) < f(x)) para todox € SNU.

Con estas definiciones se tiene la siguiente relacion necesaria para la
existencia de extremos relativos condicionados.

Teorema (Condicién necesaria). Si la funcidn anterior f es
de clase C', para que la funcion f tenga un mdzimo relativo con-
dicionado en el punto a es necesario que existan niumeros reales

AL, Ao, .., Ay tales que la funcion
L:f+)‘191+)\292+"'+)‘pgp

tenga nulas todas sus derivadas parciales primeras en a (los nime-

ros A\; reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange).

Teorema (Condicién suficiente). Supongamos que tanto las

funciones g; como la funcion f son de clase C* y existen nimeros

3Esta condicién viene a expresar que ninguna ligadura es redundante
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reales Ay, Ag, ..., Ay tales que la funcion L = f 4 Migi + ... \ygp
tiene todas sus primeras derivadas parciales en a € D NS nu-
las. Entonces para que f tenga en a un minimo (resp. mdzimo)

relativo condicionado es suficiente que se verifique:
h(H,,L(a))h' >0 (resp.h(H,,f(a))h' < 0),

para todo vector h = (hy, ha, ..., h,) # 0 tal que Jg;(a)h! = 0 para

todoi€1,...,p.

Esta visién general del método plantea problemas para entenderlo,
por lo que daremos seguidamente, cémo proceder en los casos en que

D sea un abierto de R? o R?.

El método de los multiplicadores de Lagrange en R2. Supongamos que f es
una funcién de clase C? definida sobre un conjunto abierto D de R?,
sea el conjunto de ligaduras S = {(x,y) € D | g(x,y) = 0}, siendo g
una funcién real de clase C? definida sobre D. Para aplicar el método

de los multiplicadores de Lagrange consideraremos la funcién
F: D — R

(x,y) — flz,y)+ Aglz,y).

Entonces resolvemos el sistema que sigue, teniendo en cuenta las
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condiciones de ligadura,

oz, 0) =0,
Gz, 9, \) =0,
glw,y) =0,

ahora, los puntos solucién son candidatos a extremos relativos condi-
cionados de f.

Sea (xg, yo) uno de los candidato a extremo relativo condicionado,
siendo Ag el valor de A que dio lugar a tal solucién. Planteamos la
ecuacion

19} d
*g(-fo, yo)hu + g(l’m Yo)ha =0,

ox dy
de la que despejamos una de las dos incégnitas, hy o hy, en funcién de
la otra.

Por iltimo evaluamos con la incognita despejada la expresion:

h]

(h1, he) - HyFy (o, yo) - N

2
P, L, O°F, P, ,
=5 (@0, yo)hi + 2 By (zo, yo)h1ha + o7 (@0, yo)hs3,

y se tiene:

1. Si la expresion es siempre positiva, entonces (Zo, yo) s un minimo
relativo condicionado de f.
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2. Sila expresién es siempre negativa, entonces (2, yo) es un maximo

relativo condicionado de f.

3. En otro caso tendremos que analizar en las proximidades de (z, yo)

si éste es 0 no un extremo relativo condicionado.

Ejemplo

Calcular los extremos de la funcién que sigue f(z,y) = sy siz+y =

Solucién. La funcién de Lagrange sera:
L(z,y) =2y+ ANz +y—1)
v se deben satisfacer las condiciones:

Flry) =y+r=0,
y=-A=uz, A=

Bioy)—air=0, (= -
’ —2A—-1=0 r=y=1
gy =r+y—1=0

Asf que el punto candidato a extremo relativo es (z,y) = (1/2,1/2)
para A = —1/2.

Calculamos el jacobiano de g: Jg(z,y) = (1,1) = Jg(1/2,1/2) =

(1,1). Calculamos seguidamente los vectores (hy, ho) tales que:

h
99179172, 29(1/2,1/2) ) ™) =0 = haths = 0= hy = —ha.
ox dy By
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Ahora hacemos el célculo del hessiano de L para A = —1/2:
PLiz,y) =0 LLiz,y) =1
02 (z,y) = 5109(1'77/) =
2

She,y) =0

01
HL(z,y) =

10

Estudiamos el signo de (hy, ho) H L(x, y)(h1, hs)' cuando hy = —hy #
Oyr=y=1/2
k) (O (") =i [ ™) = —rz—m2 <0
10 —hy —hy
Asf que en el punto (1/2,1/2) es un méximo condicionado.
Ejemplo
Calcula los extremos condicionados de la siguiente funcién f(z,y) =
cos?x +coslysiz—y = o

Solucién. Estudiaremos la funcién lagrangiana:

L(z,y) = cosx + cos >y + Nz — y — 7/4),

L

g— = —2coswsenz + A = 0 = 2coszsenx = A,
x

oL

Fvie —2cosyseny + A =0 = 2cosyseny = A.
Y
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Por otro lado impondremos la ligadura:

glz,y) =z —y—7/d=0=>2—y=1/4

Asl que:

sen (2z) = A,
sen (2y) = A,

x—y=m/4

Resolvemos este sistema y obtenemos:

r=7/d+y,

sen (m/2+ 2y) = X = sen (7/2)cos (2y) + cos (7/2)sen (2y) = cos (2y) = \.

Ahora tenemos:

cos (2y) = A
=tan(2y) = —1=>2y=—n/d+km,k€Z
sen(2y) = —A

y=—5+kn/2

=
r=g+kr/2kcZ
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Asi que los puntos candidatos a extremos condicionados son:

(2 yp) = (g +kr/2, ,g +kr/2),k € Z,
e
-

A = sen (2z)) = sen <§ +km) = (—1)

Calculamos ahora el jacobiano de g en estos puntos:

Jg(wr, yr) = (1, 1),
y ahora los vectores (hy, ho) tales que Jg(ag, yr)(hi, ho)! = 0:

h
(1,—1) ! =0:>h1—h2=0:>h1=h2.

hy

Estudiamos el hessiano para decidir si hay extremos condicionados:

0’L 2L
Frohe —2c08 (27) gz =0
0L
e = —2cos (2y)
—2c0s (2,) 0 —2¥2(—1)k 0
HyL(wy, yy) = = v
0 —2c0s (2y1) 0 —22(—1)
\/i(*l)k+1 0
0 ﬂ(fl)kﬂ
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Finalmente computamos el signo de (hy, 1) HoL(zk, y) (h1, ) pa-
ra todo hy > 0:
\/i(*l)k+l 0

o vacapn) ™"

(ha, ) HoL(y, yi)(ha, )t = (R, ha)

= (hy, b)) hv2(-D) = hV2(=1)M + RiVR(-1)F =
hlﬁ(—l)]"“

2h3V/2(— 1)k

Asi que si k es par entonces 2h31/2(—1)"! < 0y tenemos un maxi-
mo condicionado en (zy, yi). Por el contrario si k es impar entonces

Qh%\/i(—l)k“ > 0 y tenemos un minimo condicionado en (z, yi)-
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10. El teorema de la funcién implicita

Teorema. Sea D un subconjunto abierto de R" x R™, supongamos
que fi = fil@1, .. Ty, ym) ECHDR)1<i<m, keN, y

sea (a,b) = (a1,...,an,b1,..., by) € D. Supongamos que

Uiab) S@b) ... Ji(ab)
%e(ab) (ab) ... H(ab)

Qym 7é 0.

Ofm Ofm 9fm
3‘21 (a,b) af;z (a,b) ... 6:];71 (a,b)

Entonces existe un subconjunto abierto U de R™ tal que (ay, ..., ay,) €
U, un subconjunto abierto V- de R™ tal que (by,...,by) €V y una

tinica funcién @ € CH(U, V) con funciones coordenadas o1, ..., om

tales que:

1.UxV CD.

IN

2. filxr, o, o1(@1y @) ol w,)) = 0,1 <0
m. Ademds, si (x1,...,2,) € U y i (T1, -+, Tny Y1,y -+ Ym) €
U x V werificando que f(x1,...Tn, Y1, -..,Yn) = 0 entonces

<P(5U17 s 7xn) = (yla cee 1ym)~

3. 90<a17~~7an) = (b1;~~;bm)~
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Aunque este resultado no nos da una expresion de ¢, de las ecuacio-
nes fi(x1,..., Tn,@(z1,...,2,)) = 0,1 < i < m, se pueden obtener
las derivadas parciales de ¢ en (ay, . .., a,) y asi, se puede obtener una
aproximacién de ¢ en un entorno de (ay, .. ., a,) mediante un polino-
mio de Taylor. Estos calculos se verdn en las clases de problemas.

Ejemplo

Comprobar que el sistema de ecuaciones

r+y+z=0

r—y—202=0
define a (x,y) como funciones implicitas de z en un abierto del punto
z =0 con los valores (z,y) = (0,0) . Calcular las derivadas primeras y
segundas de dicha funcién en el punto considerado.

Solucién.

Definimos las funciones:

flz,y,2)=a+y+z
Py z) = v =y — 20

Puesto que:

1. f1(0,0,0) = f»(0,0,0) =0y
(0,0,0) 11

911(0,0,0) 0
OI( ' ) o = :_2750*
(0,0,0) 52(0,0,0) 1 -1

deducimos:
1. Existe un abierto U de (0,0) y V de 0 tales que U x V C R,

2. Existe
p:V - U

z = (p1(2),2(2))
tal que fi(p1(2), p2(2), z) = 0 para todo z € V' y para i € {1,2}.

Tanto ¢1 como 9 son funciones de clase C™.
3.01(0) = 0 = 2(0).

Ahora usamos que ¢1(2) + @a(2) + 2 = 0y que ¢1(2) — pa(2) —
2z¢1(z) = 0. Derivamos ambas expresiones y obtenemos: ¢f(z) +
h(2) +1 = 0y ¢i(z) — h(z) — 2¢1(2) — 22¢)(2) = 0. Particu-
larizando ahora ambas expresiones en z = () tenemos:

1(0) + ¢5(0) +1 =0,
1(0) = ¢5(0) = 0.

Resolviendo este sistema se tiene que ¢} (0) = 5t = varphdj(0).
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11. El teorema de la funcion inversa

Teorema (Funcién inversa). Sea D un subconjunto abierto de
R", f: D — R" una funcién de clase C*, k € N, y a € D tal que
|Jf(a)| # 0. Entonces existen subconjuntos abiertos de R", U y V,

tales que:
l.aeUyfla)eV.
2. fir:U—V es biyectivay f~1:V — U es de clase C*

3 I f ) = (Jf(x)™ para todoy € V yx € U tales que
fle)=y.
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