1.1. Primitivas inmediatas

Solo sabiendo derivar podemos conocer la primitiva de una amplia
variedad de funciones, el conocimiento de dichas primitivas (elemen-
tales) junto con algunas técnicas seran suficientes para poder calcular

primitivas de una amplia variedad de funciones.

[ —

. Ja” da:zlgga+[(, a>0,a#1,1=(—00,+0),

2. [etde=e"4+ K, I=(—00,+00)

Pt
r+1 + K’

3.f:137“da:‘:

r#—1,1=(0,400),
4. [a~tde =logz + K, I =(0,+00),
5. [senx do = —cosz + K, I = (—o00,+00),

6. [cosx dx =senz + K, I = (—00,+00),

7. [ \/11_7 dr = arcsen v+ K = §—arccosr+ K, I=(-1,41),

8. frlxg dz = arctanz + K, I = (—00,+00),

9. [(1+tan*z) de = [sec?z dr =tanz + K, [ =(—

b3
B

),

)

10. [ cosec’ x do = —cotan = + K, I =(0,m),

A continuacion se relacionan algunas propiedades ttiles para calcular
primitivas de otras funciones partiendo de las anteriores.
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1.2. Utilizar la regla de la cadena para
las primitivas

Proposicion. Sean f y g funciones deriwables definidas en el in-

tervalo (a,b). Entonces se verifica la formula:

/f r)dr = fog(x)+ K.

Esta proposicion permite ampliar la relacion de primitivas dadas
anteriormente. En efecto, para cualquier funcién derivable f se tienen

las siguientes primitivas:

. [a/@f(z) do =14 1oga 'L K, a>0,a#1,
2. [el@f(z) de =/ 4+ K,

3. [ flay fle) de = {92 4 |, -1,
4 [ flx)7 f(z) dz =log f(z) +

5. [sen f(z)f(x) dz = —cos f(z) + K,

6. [ cos f(z)f'(x) dw = sen f(z) +

7. fmf’(aj) dr = arcsen f(z) + K = § — arccos f(x) + K,

8. fmf’(az) dax = arctan f(x) + K,

9. [(1+tan® f(z))f'(z) dz = [sec™? f(x) dz = tan f(z) + K,
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10. [ f'(x) cosec? f(x) do = —cotan f(z) + K,

Ejemplo. La integral de la funcion tangente se encuentra en la

situacion de la proposicion anterior. En efecto:

/tana: dx = —log |cos x| en todo intervalo tal que cosx # 0.



1.3. Integracion de sumas y por partes

Proposicién. Dadas funciones f,g : (a,b) — R y un nimero real

A, se verifica:
= [(f(2) +9(x)) dz = [ f(z) dz + [ g(z) dz,
s [Nf(z)de =\ [ f(z) da.

Ejemplo (Integracién de polinomios).

CL’2 CL’3 ij+1
2 p
/(a0+a1x+a2x +...ap2?) do = apr+a1——+as—+. . . q,

K.
2 3 p+1Jr

Proposicion (Regla de derivacién por partes). Dadas fun-

ciones f, g : (a,b) — R derivables, se verifica:

/ f(2)gd (z) dz = f(2)g(z) — / () d.



Ejemplo.

[sen?z dz = [senz(—cosz) dz = —senxcos z+ [ (senx) cosz dz =
—senxcos T + [ cos 2z du,

de donde:

[sen?z dz = —senxcosz + [(1 — sen?z) du.

Por lo tanto:

2 [sen?x do = —senzcosx + 1 y

2 2

9 Sen rcosxT T
sen“rde = ——— + —.

Ejercicio.

Obtener una férmula de recurrencia para calcular la primitiva [ m dx.



2. Integracion por cambio de variable

Supongamos que queremos encontrar la primitiva de una funcion
f:(a,b) = R, [ f(x) dz. En este apartado se trata de ver c¢6mo
simplificar dicho calculo a través de un cambio de variable. Supongamos

que t(x) denota una funcién invertible y derivable y calculemos su

dt

derivada -¢- = t'(z), que formalmente podemos escribir como dt =

t'(z) dz.
A través de unos calculos justificativos que el alumno puede seguir
en el Libro de J. A. Fernandez Vina (Analisis matematico, tomo 1,

pagina 254) se puede obtener la igualdad:

[ swyaa = [ g

donde en el segundo miembro de la igualdad una ver hecha la primitiva

hay que substituir ¢ por #(x).



Ejemplo. Vamos a calcular mediante un cambio de variable la
primitiva [ m dx, consideraremos el cambio t = /.

Efectuando el cambio, tendremos:

| = f i e

2
/ 150 dt = 2arctant = 2 arctan /.




3. Primitivas de fracciones racionales

El método para calcular primitivas de fracciones racionales se basa
en la descomposicion de una fraccion racional en fracciones simples.
Recordemos que una fraccion racional en la variable x no es mas que
un cociente de polinomios en la variable x. En cambio, una fraccion
ractonal simple o una fraccion simple es una fraccion racional de una

de las dos formas siguientes:

1. una fraccién racional cuyo numerador es una constante y cuyo

denominador es un polinomio de grado 1,

2. una fraccion racional cuyo numerador es un polinomio de grado 1

y cuyo denominador es un polinomio de grado 2 sin raices reales.

Teorema. Toda fraccion racional F(x) = ggg se descompone co-
mo.
(&3] Qm
Ak Ak
F(r) —
(#) = 1)+ ++; E—

donde los a; son las raices de Q(x) =0 y «; son las multiplicida-
des. Finalmente los A; son numeros reales determinados y r(x) un

polinomao.



Teorema. Toda fraccion racional F(x) = gg% se descompone co-
mo.
ap Al am
F(:p)zr(x)+;($_al ++Zx_an +

b ‘x+ C}
; {lz — (b1 + Cli)][ﬂf — (b — c1g)[}F

donde los a; son las raices reales de Q(x) = 0 y «; son las mul-
tiplictdades de dichas raices, los bj + c;i son las raices complejas
de Q(z) = 0 y B; son las multiplicidades de dichas raices. Final-

mente los A;, B; y C; son nimeros reales determinados y r(x) un

polinomao.

Apoyandose en el teorema anterior se puede deducir un método pa-

ra hacer primitivas de fracciones racionales. El método consistira en
obtener la descomposicion anterior y calcular primitivas sumando a

sumando.
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4. Primitivas de expresiones que con-

axr+b
cxr+d

tienen

Sea F' una fraccion racional del tipo:

7 axr +b % axr + b %2 ar +b Tg_:
"Nex +d "Nex +d 7 \Nex+d ’

de forma que n es el minimo comun multiplo de los niimeros ny, na, . .., Ny.

Entonces el cambio de variable

_aaH—b

t" = ,
cr +d

transforma la primitiva [ F' dz en la primitiva de una fraccién racional

en la variable t¢.
Ejercicio.

Resolver las primitivas':

L[ ﬁ}r% dux,

1

3 [ (=)' qg.

(1+x)2 \1+z

ndicacién: los cambios necesarios seran tomar t igual a /z, /1 —x y ’/ﬁ_i'
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5. Las funciones hiperbdlicas

Recordamos que las funciones seno y coseno se introducen utilizando
la funcion exponencial compleja de la forma que sigue:

el 4 e et _ T
COSX¥ = ————— sen’t = ———
2 2

Si en vez de considerar la exponencial compleja consideramos la ex-
ponencial real obtendremos las funciones coseno y seno hiperbolicos
definidas concretamente como siguen:

Chx:i th:i)
2 2

es facil ver que ambas funciones son continuas y estan definidas so-
bre todo R. Ademas, la funcién coseno hiperbdlico es siempre mayor
que cero ya que la exponencial siempre es mayor que cero. Por lo tan-
to podemos dividir la funcién seno hiperbolico por la funcién coseno

hiperbolico y obtenemos la funcion tangente hiperbodlica, continua y

definida sobre todo R:

Sh z
The = 2
YT Cha

A partir de estas definiciones se pueden obtener sin dificultad las
propiedades basicas de las funciones hiperbdlicas, propiedades analogas

(que no iguales) a las de las funciones trigonométricas:
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Teorema.

Ch(—z)=Chuz
Sh(—z) = —Shz
Th(—x) = —Th (z)
Ch?r —Sh*r =1

1
2
Ch(z +vy) = ChaChy + ShaShy

Ch (2z) = Ch?z 4 Sh*x

Ch(x —y) = ChzChy — ShaShy
Sh (x +y) = ShzChy + ChaShy
Sh (2z) = 2ShzCh x

Sh(z —y) = ShaChy — ChaShy

Thx +Thy

Th _
@+ Y) = T T aThy
Thx — Thy

Th(z — ) =
=Y = T aThy

cos (—x) = cosx

sen (—x) = —senx
tan(—x) = —tanx
cos?z +sen’w =1
9 1
Il +tan"s = —
cos 2T

cos (x + y) = cos xcosy — sen xrsen y

cos (2r) = cos*x — sen *x

(
(
cos (z — y) = cos xcos Yy + sen xsen y
sen (z + y) = sen Lcos Yy + cos xsen y
sen (2x) = 2sen xcos x
sen (T — y) = sen xcosy — Cos rseny
tanx — tany
tan(x —y) =
I+ tanxtany
t t
tan(z + y) _ tanz + tany

I —tanz tany

Ademas de estas propiedades que dependen tnicamente de la de-

finicién de las funciones hiperbdlicas, por la propia definicion estas

funciones son derivables, viniendo recogidas sus propiedades en lo que

sigue:
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€

/ x —z
Sh'z = —) S N

/ o —T
Ch’az—( ) ~ 5% gy,

- (th)’ ChzChz — ShaSh x 1
r = — _

T _ o
2

e’ +e "
2

Chz Ch 2z ~ Ch2g’

Resumiendo:

Sh’z = Chz, Ch’z =Shuz, Th’x:Cthx.

Ahora que conocemos las derivadas de las funciones hiperbdlicas se
puede ver facilmente que Sh’x y Th'z son nimeros reales estrictamente
mayores que cero, luego ambas funciones son estrictamente crecientes
y por lo tanto aplicaciones inyectivas. Estudiando los limites cuando
x tiende a =00 conoceremos entre qué intervalos ambas funciones son

biyectivas.

Observacion.

lim Shx = +o00, lim Shx = —oo,

T——+00 T——00

lim Thx =1, lim Thx = —1.

r——400 T——00
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(1)

a0

z0

Figura 1: Funcion seno hiperbdlico

Teorema. Las funciones:

Sh: R — R Th: R — (—1,1)
Y
xr — Shx r — Thx

son biyectivas.

Sin embargo, la funcién coseno hiperbdlico no es una aplicacion bi-
yectiva cuando la consideramos definida sobre todo R, es mas, mediante
el uso de las derivadas de la funcion Ch se puede ver que dicha funcion

tiene un minimo en x = 0.

5.1. Los argumentos hiperbdlicos de las
funciones hiperbdlicas

Hemos visto ya que las funciones seno y tangente hiperbodlicas son in-

vertibles, con lo cual nos podemos plantear la busqueda de sus funciones
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a0

20

Z0

10

Figura 2: Funcién coseno hiperbdlico

-15 -1a -5 5 10 15

Figura 3: Funcién tangente hiperbélica
inversas, éstas funciones se llamaran argumento del seno hiperbdlico
y argumento de la tangente hiperbolica.
Aunque la funcién coseno hiperbdlico no sea una biyeccion, si la con-
sideramos definida solo sobre la semirrecta positiva o negativa, si que
es un biyeccion y tiene sentido buscar el argumento del coseno hi-

perbolico.

Argumento del seno hiperbodlico
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Partiendo de la igualdad y = Sh x, encontrar el argumento del seno
hiperbolico se trata de despejar x en funcion de y. Para ello seguimos

los siguientes pasos:

th:y;»%

Xz

=y=c —ec ' =2.
Ahora hacemos el cambio de variable z = e*, de donde % =e

1
Shex=e"—e " =2y=2—-=2y=>2"-2yz—1=0 (2)

Z
VP d
- =y
2

= z 1+ 2.

Ahora hay que observar que el signo menos anterior no tiene sentido
ya que para €l, z seria negativo, sin embargo z debe ser positivo por

ser igual a e*. Entonces:

ArgSh y =log(y + v/y? + 1).

Argumento del coseno hiperbodlico

Partiendo ahora de la igualdad y = Chx, encontrar el argumento
del coseno hiperbélico se trata de despejar x en funcion de y. Para ello

procedemos como antes:

Cho=y=



Ahora hacemos el cambio de variable z = e*, de donde % =e "

1
Chz=e"4+e " =2y=2+-—=2y=2"-2yz+1=0  (3)
2

2u + \/4y? — 4
J 2y =y £t y?— L

=z =

En este caso el signo menos si tiene sentido porque no hace que z

sea negativo. Entonces:

ArgCh y = log(y + v/y?> — 1).

Argumento de la tangente hiperbolica

Observemos para empezar que la tangente hiperbolica solo estara de-
finida en el intervalo (—1, 1), ya que la tangente hiperbdlica sélo toma
valores en dicho intervalo. Partimos de la igualdad y = Th x y hacemos

en los calculo que siguen el cambio de variable z = e”:

el —e * 1 1 22—1 2241
The=y=————=y=>z-—=(E+Jy= = Y

er* +e?* Z Z Z

1+ 1+
:>(y—1)z2:—1—y:>z——y:>a:—log -y
l—y l—y

Por lo tanto:
1+y

ArgTh y = log .
-y
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5.2. Las derivadas de las funciones hi-

perbdlicas y sus analogas trigonométri-

cas

Sh'z = Chux,
Ch'z = Shz,

1
Th'z = —
! Ch2e’
ArgSh'y = ——,
° V14 a2

1
ArgCh 'z = :
+va?—1

1
ArgTh'z = ——
1gTh 'z = —j,

SCIN /3] = COST

cos'r = —sen x

1
tan’ x = ——
cos 2
1

++/1 — 22
1

++v/1 — 22
1

1+ 22

arcsen’x =

arc cos’ x =

arctan’ x =

(4)

6. Primitivas de expresiones que con-

tienen cosr y senx

En esta seccion vamos a analizar como obtener primitivas del estilo

[ f(cosz,senx) dx, donde f es una fraccion racional y el intervalo

donde queremos calcular la primitiva serda (—m, 7).



6.1. EIl cambio de variable xr = 2arctant

El cambio de variable x = 2arctant, es decir, ¢ = tang, pone en
correspondencia el intervalo (—m, ) con toda la recta real. Al realizar
este cambio sera de utilidad tener en cuenta las relaciones trigonométri-

cas usuales que dan las siguientes igualdades:

1 — t2 ot
, senxr = .
1+¢2 1+¢2

(5)

Al realizar este cambio de variable y tener en cuenta las relacio-
nes anteriores convertiremos la primitiva inicial en la de una fraccion

racional en la variable ¢:

1 — ¢ 2
dt.
/f1+t2’1+t2)1+t2

Aunque este cambio nos asegura el éxito en la resolucion de primi-

tivas, otros pueden conllevar una resolucion mas simple. Veamoslo.

6.2. El cambio t =senzx

Si la fraccion racional f(senz,cosz) es del estilo fi(senx)cosx en-
tonces el cambio de variable ¢ = sen x nos lleva a una resoluciéon mas

sencilla. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir
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f(senz, cos ) por cos x nos quedan sélo potencias pares de cos x, pues

2 2

basta poner cos“x = 1 — sen “x.

6.3. EIl cambio ¢t = cosx

Si la fraccion racional f(senz,cosz) es del estilo fi(cosx)senx en-
tonces el cambio de variable ¢ = cosx nos lleva a una resolucion mas
sencilla que utilizando el primer cambio de la tangente del angulo mi-
tad. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir

f(sen z, cos z) por sen x nos quedan sélo potencias pares de sen x, pues

2 2

basta poner sen“x = 1 — cos “x.

6.4. El cambio ¢t =tanzx

En el caso en el que la fraccion racional f(senz,cosx) sea del es-
tilo fi(tanx) entonces se hace el cambio tanxz = t y la primitiva

[ fi(tanz) dz queda como

fi(tan x)
1+ tan’x

(1 +tan’z) do = / 1]1(?2 dt.

Estaremos en este caso si al sustituir senx por cosxtanz en la

expresion f(sen x, cos ) nos quedan solo cosenos elevados a exponentes

2. 1
pares, pues basta poner entonces cos“x = TtanZ s
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6.5. Casos particulares

Un caso interesante de las primitivas de funciones trigonométricas

son las de la forma

/ cos "xsen"x d,

donde los exponentes m y n son naturales. Utilizando las férmulas
de trigonometria puede expresarse cos”x como una suma en la que
intervienen cosenos multiplos de x, y sen 2 como una suma en la que
intervienen cosenos y senos multiplos de x. Al efectuar la multiplicacion
de dichas sumas apareceran productos de la forma sen (ax)cos (Gz) y
productos de la forma cos (aux)sen ((x). Para calcular las integrales de

estos productos se descomponen en sumas utilizando las férmulas:

2sen (aux)cos (Bx) = sen [(a + B)z] + sen [(a — B)x] (6)
2cos (ax)cos (fz) = cos[(a + B)z] + cos [(a — §)z] (7)

Por otro lado, otra situacion interesante es aquella en la que dispone-

mos de una fraccién racional en las variables cos (r12), cos (r2x), . . ., cos (1,x),
sen (s1x),sen (sox), . . ., sen (sp,,x), siendo los numeros 71,79, ..., 7,
S1, 89, ..., Sy son racionales. Tomemos el minimo comun multiplo de

los denominadores de dichos nimeros, p, y hagamos el cambio = = pt.

Con lo que obtendremos una primitiva donde intervienen cosenos y
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senos multiplos enteros de ¢. Finalmente, cada una de las funciones
anteriores se puede expresar como un polinomio de cost y sent, con lo

que hemos pasado al primer caso de este apartado.
Ejercicio.

Resuelve:

1 [ 5+4iosx dx usando el cambio tan(x/2) = t,

f 1+cos 2z

da usando el cambio senx = t,
cosx(1+sen 2x)

3. f 1sen “v dx usando el cambio tanx = t¢.

7. Primitivas de expresiones que con-

tienen Vaz2 + 2bx + ¢

En esta seccién se estudian las primitivas del estilo [ f(z, vaz? + 2bx + c) d,
donde f es una fraccion racional y a, b y ¢ son niimeros reales con a =# 0.

En estas primitivas siempre hay que tener en cuenta la identidad:

5 ( b)2 ac — b?
ax"+br+c=alz+-| + :
a

a

lo cual sugiere hacer el cambio de variable t = x4 b/a transformandose

la primitiva de partida en:
/ F(t—bja, Va7 d) dt.
2
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En el caso que d sea cero, a debe ser positivo y la primitiva toma la
forma [ f(t — b/a,/at) dt, que no plantea dificultades. Por lo tanto
consideraremos que estamos en el caso d # 0 y veremos la forma de

proceder distinguiendo tres casos.

1. d < 0ya > 0. Eneste caso hacemos el cambio de variable /=5t =

1 y obtenemos la nueva primitiva

/f\Fu——FWdu—/fl VAE 1) du,

donde f; es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio u = Cho.

2. d>0ya > 0.En este caso hacemos el cambio de variable | / — =

1 y obtenemos la nueva primitiva

/f\/:u——fm du-/fz V1—u?) du,

donde fy es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio © = sen v.

3.d>0ya>0.En este ultimo caso se hace el cambio \/gt =uy

obtenemos la nueva primitiva
d b
/f(\/iu — — VdVu2+1) du= /fl(u, vVu? +1) du,
a a

donde f; es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio ©w = Shv.
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Calculo de primitivas

Competencias

P> Saber aplicar las técnicas para el calculo de integrales racionales.

P> Saber aplicar las técnicas para el calculo de integrales racionales trigono-
métricas.

P> Saber aplicar las técnicas para el cdlculo de integrales trascendentes sen-
cillas.

P Conocer y saber aplicar las técnicas para el cdlculo de algunas integrales
irracionales frecuentes..

AANNNNAAANANND
\do\o\o\oo\oooaeee

P Saber usar MAXIMA para calcular integrales.

CONTENIDOS

6.1. Cambio de variable e integraciéon por partes
6.2. Funciones racionales

6.3. Funciones racionales en seno y coseno

6.4. Funciones racionales de e”*

6.5. Funciones racionales en senh y cosh

6.6. Algunos tipos de funciones irracionales

6.7. Ejercicios
Este capitulo esta dedicado a describir técnicas para el calculo de primitivas.
Dada una funcién f se llama primitiva de f a cualquier funciéon g derivable con
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230 Calculo de primitivas

la propiedad de que ¢’ = f. No siempre existe una tal funcién, como ya hemos
senalado en el capitulo 5. Pero en este capitulo adoptaremos una filosofia mas
operacional que analitica y la existencia de primitivas estard siempre asegurada
para las funciones que consideraremos aqui puesto que nos limitaremos a funciones
continuas o con un nimero finito de puntos de discontinuidad.

Una primera observacion evidente es que si g es una primitiva de f también lo
es g+ C siendo C' una constante arbitraria. De hecho todas las primitivas de f, en
un mismo intervalo, son de dicha forma.

La segunda observacion, también clara, es que el calculo de primitivas esta
directamente relacionado con el calculo de derivadas, siendo necesario conocer las
reglas que regulan el calculo de derivadas para poder obtener reglas para el calculo
de antiderivadas. En el capitulo 4 hemos demostrado las reglas del calculo de
derivadas, que recogemos de forma sintética a continuacion.

(1) (af) = af’ (siendo a una constante);
(2) (f+9) = [f+¢ (derivada de la suma);

(3) (f9)' = f'g+ fg' (derivada del producto);

/ ’ /
(4) <i> = M (derivada del cociente);
g 9

(5) (fog)(x)= f'(g(x))g (x) (derivada de la composicién de funciones);

(6) Derivadas de las funciones elementales:

Funcién Derivada | Funcion Derivada | Funcién Derivada
1
C 0 sen x CcOS T arcsenr —————
Vv1—2a?
n n—1 — 1
T n CcoS T —senx arc cos T
— 2
e e gx arctg x
cos? x 1+ 22
| 1 —1
ogxT — cotgx —
T sen? z

Como ya hemos convenido en otras ocasiones la funcién log x representa a la
funcion logaritmo neperiano (a menudo, representada por Inz).

Las reglas de derivacion anteriores dan lugar a algunas pautas para el calculo
de las llamadas primitivas inmediatas, asi llamadas porque se obtienen de forma
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inmediata aplicando en sentido inverso («antiderivaciény») las reglas anteriores. El
siguiente cuadro recoge algunas de ellas:

Funciéon Antiderivada | Funcién Antiderivada
n 1 oy St f'()
FErre mA-n S0 | B @)
f'() —['(x)
e log | f(z)] sen? f(2) cotg f ()
el @ (g el @) A arcsen f(x
() e /()
sen f(x))f'(x —cos f(x —f') arccos f(x
(sen f(z)) f'(2) f(z) ) f(z)
: f'(z)
(cos f (@) (2) enf(@) |y wets(f)

Llamamos la atencion sobre el hecho de que, aunque f(x) tome valores negativos,
la derivada de log | f(z)| se expresa mediante la formula habitual: J;((;)).

En el cuadro anterior unicamente hemos incluido, en cada caso, una de las
infinitas antiderivadas de la funcién en cuestion, o dicho de otra manera, a cada
una de ellas hay que sumarle la constante de integracion. Ademas la antiderivacion
es una operacion lineal lo que significa que la antiderivada de la suma de dos
funciones es la suma de las antiderivadas de tales funciones y la antiderivada del
producto por una constante de una funciéon se obtiene multiplicando por dicha
constante la antiderivada de la funcion.

Es tradicional utilizar el simbolo
/1

para denotar el conjunto de las antiderivadas de f. Ese simbolo se emplea también
para el concepto de integral, como ya hemos senialado en el capitulo 5, y a veces ello
es causa de confusion entre los novicios. Advertimos al lector que antiderivacion
e integracion son conceptualmente diferentes, aunque —lamentablemente para su
ensenanza— compartan un mismo simbolo para representarlos. El hecho de utilizar
un mismo simbolo se sustenta en que existe una estrecha relacién entre ambos
conceptos, debida al teorema fundamental del calculo 5.3.1. A lo largo de este
capitulo el significado de la simbologia [ f se limita a la antiderivacion.

Conviene senalar que el calculo de la antiderivada de una funcién es un pro-
blema mucho més dificil que el calculo de la derivada. La derivada de cualquier
férmula, resultado de operaciones bésicas (sumas, productos, cocientes, raices...)
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Figura 6.1: Sir Isaac Newton (1643-1727)

sobre funciones elementales, es calculable de manera explicita (utilizando las reglas
de derivacién) mediante una féormula de naturaleza anéloga. Por el contrario uni-
camente ciertos tipos de férmulas con funciones elementales admiten antiderivada
expresable mediante una formula de naturaleza anéloga. Por ejemplo, funciones re-
lativamente sencillas como (senx)/x o e~ no tienen una antiderivada expresable
en términos de funciones elementales. O hablando informalmente, si escribimos una
formula un poco complicada al azar podremos calcular su derivada sin problemas,
pero la posibilidad de encontrar una formula para su antiderivada es escasa.

5 F ~ ] Sir Isaac Newton, considerado uno de los dos cofundadores del calculo infini-
tesimal moderno (el segundo es Gottfried Wilhelm von Leibniz), a propédsito
del problema de la integraciéon de una ecuacion diferencial cualquiera, que

incluye la cuestion del calculo de la antiderivada de una funcién arbitraria, escribia en
1666:

£

Si esto pudiera ser hecho cualquier cosa podria ser resuelta.

Isaac Newton nacié en Woolsthorpe, una aldea de Lincolnshire (Inglaterra), el 4 de
enero de 1643 y murié el 31 de marzo de 1727 en Londres.

Este capitulo esta dedicado a describir técnicas que permiten calcular antide-
rivadas de ciertos tipos de funciones. Pero después de lo senalado, la estrategia
para el calculo de primitivas debe contemplar dos etapas: en la primera se trata
de identificar el tipo (o tipos) a que pertenece la funcién y en la segunda apli-
car, de acuerdo con las tipologias, las técnicas de antiderivacion que correspondan,
seleccionando, cuando existan varios, el méas cémodo de los procedimientos.

En la primera seccion se describen las técnicas generales para el calculo de pri-
mitivas. En las siguientes secciones describiremos técnicas especificas para calcular
las antiderivadas de ciertos tipos particulares de funciones.

Por razones de brevedad y para concentrarnos en las técnicas operatorias, fre-
cuentemente pasaremos por alto cuestiones como el dominio de la funcién o la
existencia de primitiva. El lector deberia percatarse de este hecho y, eventualmen-
te, fijar el sentido del simbolo [. Queremos con ello decir, por poner un ejemplo,
que mientras que escribir [ ﬁ dx tiene perfecto sentido para cualquier valor de

x, la situacion es diferente si escribimos [ \/117 dx.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



6.1 Cambio de variable e integracién por partes 233

6.1. Cambio de variable e integracién por partes

Una variante de la notacion [f es [f(x)dz. La segunda forma de denotar la
antiderivada tiene ventajas de naturaleza nemotécnica sobre la primera: facilita los
cambios de variable en el calculo de primitivas. La férmula del cambio de variable
corresponde, en términos de antiderivaciéon, a la regla de derivacién de funciones
compuestas, recordada al iniciar este capitulo. Puede ser formulada del siguiente
modo:

[f@)de = [fle®)e @ dt, dondet = o)

supuesto que x = ¢(t), siendo ¢ una funcién derivable que establece una corres-
pondencia «uno a uno» entre x y t. El significado de la formula anterior es pues que
para calcular la antiderivada [ f(z) dx podemos calcular, si nos conviene, la antide-
rivada [ f(p(t))¢'(t) dt y, a continuacién, sustituir ¢ por su expresién en términos
de x, que viene dada por t = ¢ ~1(x). La férmula anterior resulta nemotécnicamente
sencilla con el siguiente convenio:

si hacemos x = @(t) entonces =’ = ¢'(t) y si escribimos =’ = dz/dt,
sustituyendo y operando formalmente se tendria dz = ¢/(t) dt.

Ejemplo 6.1.1 Para ilustrar el cambio de variable consideremos la siguiente pri-
mitiva

/de.

Obviamente /1 — z2 sblo tiene sentido para —1 < x < 1 y podemos hacer el
cambio de variable determinado por la féormula x = sent, que es una funcién
derivable y que establece una correspondencia «uno a uno» entre x € [—1,1] y
t € [-m/2,7/2], siendo dx = costdt, con lo que

/\/1—:1:2d:c = /\/1—sen2tcostdt:

1 2t
= /COSQtdt:/i:

2
t  sen2t t +sentcost
2T 5 +
12
[deshaciendo el cambio] = arcsen +2 eI =22 Lo
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MAXIMA puede ayudarnos a comprobar que el resultado obtenido es realmente
una antiderivada. Y, en efecto,
diff( (asin(x)+ x*sqrt(1-x72))/2, x );

proporciona (traduciendo el resultado al simbolismo usual)

V1—a2? - 1/11_2352 + 11_Z2
2

y haciendo la simplificacién racional de esta expresién mediante la sentencia
fullratsimp(%); (% es la forma de referirse a la dltima salida)

proporciona finalmente
V1—a2.

Por otra parte MAXIMA puede obtener de forma directa la primitiva buscada mediante
integrate( sqrt(1-x72),x );

La féormula del cambio de variable, como ya hemos dicho, es tinicamente una
reformulacién en términos de antiderivadas de la regla de derivacién para funciones
compuestas. Otras reformulaciones de las reglas de derivacion son las siguientes:

/af(x) dx = a/f(:p) dz, siendo a constante

JU@) +g@)de= [f@)de+ [g()da
/u(x)v'(x) dr = u(z)v(x) — /u'(x)v(w) dr.

Las dos primeras expresan que [ actia linealmente, mientras que la tltima, conoci-
da con el nombre de integracion por partes, es la reformulacién, para antiderivadas,
de la regla de derivacién para un producto de funciones.

Ejemplos 6.1.2 Ilustraremos el método de integracién por partes calculando dos
primitivas.

(1) /xlog:vda:

Haciendo u(z) = logz y v'(z) = x se tiene v'(z) = 1/x y v(x) = 2%/2, de

donde
/xlog:vda: = (2?/2)logx — /(:1:2/2)(1/56) dr = (v*/2)logx — (2*/4) + C.

arccos x
xre

(2) ﬁdx

1
Mediante el cambio de variable t = arccosx, (cost =z y dt = —

\/ﬁdw)

se obtiene
xearc COosS T

ﬁdl’ = —/et COStdt.
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Esta ultima primitiva puede ser calculada mediante integracion por partes
en dos etapas.

/etcostdt:etcost+/etsentdt:etcost+etcost—/etcostdt

y en consecuencia

1
/et costdt = aet(cost + sent).

Asi pues

arccos x
xre

1 arc cos x /

Sin embargo el excelente comportamiento proporcionado, hasta ahora, por
MAXIMA en el calculo de primitivas no deberia llevarnos a conclusiones preci-
pitadas sobre «la pérdida de tiempo y energias» o la futilidad que los razona-
mientos teéricos representan frente al poder del artefacto informatico. Concretamente,
cuando con
integrate( (x*%e~(acos(x)))/sqrt(1-x*x),x );
tratamos de obtener una primitiva para el segundo de los ejemplos anteriores el resul-
tado que se obtiene corresponde a

arc cos x
xre

iDescorazonador! Dirfase que MAXIMA no hace nada salvo el dar como respuesta la
propia pregunta reescrita. En realidad la situaciéon no es tan dramética y MAXIMA
sabe mas sobre el resultado de lo que a primera vista puede parecer. Por ejemplo, es
capaz de calcular la segunda derivada de la funcién resultante mediante
diff(%,x,2);

Pero, pafios calientes aparte, en este enfrentamiento con el humano, MAXIMA resulta
perdedor.

A pesar de este fracaso hay que sefialar que el humano puede todavia tratar de sacarle
partido a MAXIMA. Podemos decirle que realice en la primitiva el cambio de variable
que realizariamos nosotros

changevar (integrate( (x*%e” (acos(x)))/sqrt(l-x*x),x ), t-acos(x),t,x );

obteniendo ¢

t sint

B / e’ cost sin dt = [es decir] — / e costdt
V1 —cost+/cost+ 1

... lo cual nos va a permitir obtener el resultado deseado.

6.2. Funciones racionales

Un polinomio es una funcién obtenida sumando distintas potencias enteras,
afectadas de coeficientes, es decir, una funcién de la forma:

P(z) = Mp2™ + My_jz" ' + - 4+ M,
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siendo los coeficientes M;, 0 < ¢ < n, nimeros reales o complejos. El valor de n,
la mayor de las potencias que aparece en el polinomio, se denomina el grado del
polinomio. También podemos representar un polinomio genérico, como el anterior
P(x), en forma mas breve, utilizando el simbolo Y, denominado suma o sumatorio:

P(x) = Mpa™ + My_q2™ '+ -+ My =Y Mya®
k=0

El denominado 7ndice del sumatorio (es decir, k) puede ser sustituido por cualquier
otra letra, a excepcién en este caso, de las letras M y x que intervienen en la ex-
presion de las cantidades sumadas. El significado del sumatorio es claro: sumamos
diversos términos que dependen del indice k, para valores de dicho indice que, en
la expresion anterior, varian entre los valores 0 y n.

Los polinomios son funciones que siempre admiten primitivas que se calculan
de forma sencilla utilizando la linealidad y las primitivas de ™ para n un nimero
entero positivo. Asi, para el polinomio anterior:

+1

n n k
/P(x)d:p:/ZMk:pkd:p: Zka
k=0 i kAt

Con el nombre de funciones racionales nos referimos a funciones que son co-
ciente de dos polinomios, es decir, de la forma:

P(x)
Q(x)
donde Py @) son polinomios. Para que la funciéon R esté bien definida requeriremos,

en un primer momento, que el polinomio () no tenga ceros en un cierto intervalo
[a, b], donde estudiaremos dicha funcién.

R(z) =

Un ntimero «, real o complejo, se dice que es raiz de un polinomio P(x), o que
es un cero del mismo, si P(«) = 0. Es sencillo comprobar que « es raiz de P(z) si
y sélo si el polinomio (z — a) divide al polinomio P(x), es decir, si y sélo si existe
un polinomio Q(x) tal que P(x) = Q(z)(z — «).

El teorema fundamental del algebra (que se incluye en el capitulo 8) establece
que cualquier polinomio P(x) = M,z" + M, 12" ' + -+ + M, de grado n, tiene
exactamente n raices, reales o complejas, digamos z, 29, . .. z,. Esto permite una
factorizacion del polinomio P en la forma siguiente:

Mpa™ + My 2™ oo My = My (2 — 21) (2 — 22) ... (2 — 2p).

Si algunas de las raices coinciden (por ejemplo, si z; = z5) entonces el valor comiin
se denomina raiz multiple (doble, triple, etc. segiin el niimero de veces que se repite
en la descomposicién anterior).
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Si los coeficientes M; del polinomio son reales, que es el caso del que nos
ocuparemos aqui, con cada raiz compleja z; existe la compleja conjugada, Zx, y el
producto (z — 2;)(x — Z) produce un factor del tipo (22 + bx + ¢), exactamente:

(x—2)(x—Z) =2° — (s +Z0)T + 2%

Si tomamos z, = «y + 0, con ag, [, nimeros reales e i = /—1, la unidad
imaginaria, tenemos, por definiciéon del conjugado, Z; = ay, — 10, y asi:

2 +7Zy = 204

— 2 2
2Rk = Oék‘i‘ﬁk

Por tanto:
22+ br +c= 2% — 2047 + (af + 37).

Como consecuencia el polinomio M,z + M,_12" * +- - -+ M, puede descomponerse
(excluido el factor constante M,,) como un producto de factores elementales del
tipo (z — d)* y (2% + bz + ¢)? donde los factores del tipo (22 + bx + ¢) no tienen
raices reales.

Para una funcién racional R(z) = %, si descomponemos como antes cada
uno de los polinomios P(z) y Q(z), podemos eliminar aquellos factores del tipo
(v —d)* y (ax?® + bz + ¢)? que sean comunes al numerador y al denominador,
consiguiendo que cada uno de dichos factores sélo aparezca en una de esas dos
posiciones. Asi nos damos cuenta de que, una vez «simplificada» en dicha forma la

fraccion %, la misma funcién racional R(x) se puede escribir como cociente de
dos polinomios % tales que p(z) y ¢(x) no tienen ninguna raiz comun. Ademas,

una vez simplificada, nos damos cuenta de que R(x) estd definida para cualquier
valor de x con la tinica excepcién de los valores que son raiz del denominador ¢(x).

Para describir la técnica del calculo de primitivas de las funciones racionales
distinguiremos dos casos segin que haya o no raices multiples. Pero comenzamos
haciendo notar que no es restrictivo suponer que el grado del polinomio del nume-
rador es menor que el grado del polinomio del denominador, ya que en otro caso,
puede hacerse una divisién escribiéndolo en la forma % = C(z) + %, siendo
C(z) el cociente y R(x) el resto de la divisién (que siempre tiene grado menor que

el divisor).

6.2.1. Caso de raices simples

Se trata de calcular la primitiva de una funcién racional % con grado de P

menor estrictamente que grado de () y donde Q(x) sélo tiene raices simples, en
otras palabras

Qx) = Mz — 21)(x = 22) (% — z5)
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donde todas las z; son diferentes. Si alguna de las z; no es real también aparece
su compleja conjugada por lo que, agrupando convenientemente, se obtiene una
factorizacion polinémica del siguiente tipo

Q(z) = My(x — 1) ... (v — 23)(2® + bz 4 1) (2% + box 4+ ¢3) ... (2 + bjx + ¢;),

en donde los factores de primer grado corresponden a las raices reales simples,
mientras que los factores de segundo grado corresponden a los productos determi-
nados por las raices complejas (también simples) agrupando cada una de ellas con
su compleja conjugada.

Una vez realizada esta factorizacion polinémica pueden encontrarse constan-
tes Ay, Ag, ... Ag, B1, By, ... Bj,Cy,Cy, ... Cj univocamente determinadas de forma
que se verifica para todo x la identidad

P(x A A Bix+C B:x + C;
<>: 1 +...+ k + 1 L +...+# (61)
Q) x—x r—x, 2+bar+c 22+ bjx + ¢

Aunque es posible dar una demostracién abstracta de este hecho!, en la practica
lo utilizaremos en casos concretos, y se comprobara, de forma particular, la validez
del enunciado general. Y como el calculo de primitivas es una operaciéon lineal, la
primitiva de Ot) S€ obtendra sumando las primitivas de las fracciones que aparecen
en el segundo miembro de la identidad.

Ahora bien todas esas primitivas responden a dos modelos dados, respectiva-

mente, por
A B
/ L dr y /LCH dz.

T — T 2+ bixz+

De estas dos primitivas, la primera es realmente trivial ya que es

A
/ L dx=Alog|lr — x|+ D
r — T

siendo D una constante arbitraria.
La segunda también es sencilla, pero requiere trabajar un poco méas. Para sim-
plificar la escribimos en la forma:

/ Bz +C

e+ pr +q

A partir de esta ultima seguimos una serie de pasos, sencillos y sistematicos que
se exponen a continuacién y que son explicados mas adelante.

/Lw —/ B+ C dx [paso 1]

2?2+ pr+q (x+p/2)? + (¢ —p?*/4)

Véase, por ejemplo, la seccién 7.2.2 de Ramis, E. ; DEscHaMPS, C. y OpoUX, J. Algébre,
Masson et Cie, 1974.
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dx [paso 2]

:/ B(x+p/2)+ C — Bp/2
(z+p/2)* + (¢ — p*/4)

B 2(x+p/2) .
2 /($+p/2)2+(q—p2/4)d "

C — Bp/2
ot e e

:g log |(x + p/2)* + (¢ — p*/4)| +

C — Bp/2
e e eod

zg log [(x +p/2)*+ (¢ — p2/4)} +

+(C — Bp/2)¥arct v p/2

Va—p*/a ° Va—p*/4

+D

En el primer paso realizamos el procedimiento conocido como el de completar
cuadrados, es decir: manipulamos el polinomio 2 4 px + ¢ para conseguir escribirlo
como suma de dos cuadrados. Para ello comenzamos escribiendo pz = 2%z, vy,
ahora, la suma 22 + 281 es del tipo obtenido al elevar un binomio al cuadrado.

’ P 2 2 p2 7 . p2 . .
Asi, (x4 5) = x° +pr+ 7 y puesto que el término 7 1o aparece en el polinomio
inicial, conseguimos la expresion deseada sumando y restando dicho término.

Acabamos de afirmar que mediante la idea de completar cuadrados, consegui-
mos escribir el polinomio cuadratico 22 4+ px + ¢ como suma de dos cuadrados.
. Es esto cierto? ;Qué estamos suponiendo, implicitamente, sobre dicho poli-

2
nomio? En particular, concluya que el término ¢ — Z- es positivo.

El segundo paso es muy sencillo: puesto que en el denominador aparece el
binomio (z + p/2) y en el numerador sélo el término Bz, sumamos y restamos la
cantidad BE.

El tercer paso es también muy sencillo: separamos en dos sumandos (utilizando
la linealidad de la antiderivacién) y completamos, en el primero de los sumandos,
la parte que contiene a x en el numerador, para conseguir ajustar las constantes
de forma que tengamos en el numerador la derivada del denominador.

El paso 4 es tnicamente el calculo del primer sumando, que proporciona un
logaritmo (todo lo anterior era para obtener precisamente esto).

Finalmente el calculo de la antiderivada en el segundo sumando procede de
forma sencilla para obtener una funcién arctg; lo repetimos a continuacion con
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expresiones mas sencillas para las constantes: para ¢ > 0 tenemos:

A A
[ v mrmrm - f/ a

A r+b
=——arctg | — D
NG arc g( e ) +
Ejemplo 6.2.1 Calculo de la primitiva

xt + 423
/ dx.
x4+ 323 —x — 3

En primer lugar, puesto que el grado del polinomio del numerador es igual al
del polinomio del denominador, efectuamos la divisién y obtenemos, como es facil
comprobar, que el cociente es 1 y que el resto (que debe tener grado estrictamente
menor que el del divisor) es 23 4+ x + 3. Asf pues se tiene

o'+t =12 +32° —2—-3)+ 2+ +3

y en consecuencia

xt 4+ 43
/ dxr =
xd 4+ 323 —x — 3

/(x4+3x3—x—3)+x3+x+3
xt + 323 —x — 3

/ 1+ 24+ r+3 4 —
x4+ 323 —2—3 N

+/ 2 +x+3 y
X xZ.
4+ 323 — 2 —3

dr =

Para calcular

dx

2?4+ 3

/ x4+ 33—z —3
necesitamos factorizar el denominador. Para ello necesitamos hallar las raices del
polinomio que aparece en el denominador. Pero, aunque un polinomio de grado
n tiene n raices reales o complejas, simples o multiples, no hay un procedimiento
general para calcularlas, sélo en algunos casos sencillos es posible calcularlas. Uno
de tales casos (el méas habitual en los ejemplos que aqui estudiaremos) se presenta
cuando se trata de un polinomio cuyos coeficientes son ntimeros enteros, que es
monico (es decir el coeficiente del término de mayor grado es 1) y existe una raiz
entera: en tal caso dicha raiz es divisor entero del término de grado cero (o término

independiente) del polinomio?.

2M4s generalmente: para cualquier polinomio de coeficientes enteros si la fraccién p/q, que se
supone reducida, es raiz del polinomio, entonces p debe dividir al coeficiente de grado cero y ¢
debe dividir al coeficiente principal(o coeficiente del término de mayor grado).
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En concreto, en el caso que nos ocupa, si hay alguna raiz entera del polinomio
z* + 32 — 2 — 3 debe ser un divisor de —3 por tanto ha de se ser £1 o +3.
Es facil comprobar que el polinomio se anula para x = 1, asi que el polinomio
x* + 32% — x — 3 es divisible por z — 1. Realizando la divisién, ya sea de forma
directa o utilizando la técnica de Rufini, se obtiene como cociente 3 +4x% +4x + 3.
Asi pues
ot +32° —x — 3= (z—1)(2® + 427 + 42 + 3)

El polinomio 23 + 422 + 4z + 3 estd en las mismas condiciones que el anterior y
utilizando la misma técnica repetidas veces se obtiene

' +32° —r—3=(r—1)(x+3)(2* +z+1).

Finalmente llegamos al polinomio de segundo grado 22 + z + 1 para el cual dispo-
nemos de un procedimiento general para el calculo de sus raices, pero en nuestro
caso dicho polinomio no tiene raices reales y por tanto no es factorizable como
producto de otros. jLa factorizacién ha finalizado!

Ahora utilizamos un método de coeficientes indeterminados para hacer la des-
composicion en fracciones simples. Concretamente, escribimos:

v 4+x+3 B A n B n Mx+ N
A +383—r—-3 -1 x2+3 22+4+x+1

Tras reducir a comin denominador en el segundo miembro y agrupar segin las
potencias de x se llega a:

A+ B+ M)+ 2*(4A+2M + N) + x(4A + 2N — 3M) + (3A — B — 3N)
xt+ 323 —a2—x—3

es decir a que, para todo x,
2 +r+3 =2*(A+B+M)+2*(4A+2M +N)+2(4A+2N —-3M) + (3A— B—3N)
lo que conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

A+B+M=1
4A+2M + N =0
4A+2N —3M =1
3A—B—-3N =3

cuyas soluciones son: A =5/12, B = 27/28, M = —8/21, N = —19/21.
Asi pues

/ > +r+3 /5/12+/27/28_ 1 8r + 19
2+ 33— -3

- z—1 r+3 21 224+x+1
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Las primitivas de [ -1~ —y [ -1 -3 son inmediatas. La tercera, como ocurre en general,
corresponde a la suma de un logaritmo y un arco tangente, veamos cémo.

8 19 2 19/4 2 14+19/4 -1
/Ldm:4/L/dx:4/ z+1+19/4-1
2?24+ x+1 2?24+ r+1 2?24+ x+1
2 1
:4/de+15/7dx
?24+az+1 24+ 1
— 4] 1) 15/7d
og(z? +x+ 1)+ o

Ahora

/ﬁdw:/(ﬁml) YR 3/<m+1/2> 1dx

2 2 1
dx:—arctgiJrC

A Gy A

Los comandos factor (que permite factorizar numerica y simboélicamente,
& solve (que permite resolver ecuaciones) y partfrac (que realiza una des-

composicion en fracciones simples adecuada al calculo de primitivas y otros
propésitos) son instrumentos muy ttiles para calcular, paso a paso, primitivas de fun-
ciones racionales. Si bien MAXIMA puede calcular dichas primitivas de forma directa.

Ejemplo 6.2.2 Calculo de la primitiva

1
— dx.
/x4+x2+2 v

Evidentemente el denominador es estrictamente positivo para todos los niimeros
reales. En consecuencia todas sus raices son nimeros complejos (no reales), pero
siendo los coeficientes del polinomio niimeros reales, las cuatro raices han de ser
sendas parejas de complejos conjugados. Por otra parte es claro que si z es una
raiz también lo es —z, en resumen una vez que encontremos una raiz z las otras
tres son —z, Z y —Z. Para determinar las raices podemos considerar

O=a'+22+2=(") + 22 +2=12+1+2

con lo que

t==ux

o 1+ VI=8  —1+V7i
2 2 '
Asi que una de las raices es

—1+VT7i

5 =a+ bi para ciertos reales a, b.
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6.2 Funciones racionales 243

Podemos determinar a y b a través del sistema de dos ecuaciones con incégnitas a
y b obtenido elevando al cuadrado e identificando las partes real e imaginaria de
ambos miembros de la ecuacién anterior, es decir,

VT

—— =a’—b, —— =2ab
2

que una vez resuelto da como una de sus soluciones (sélo necesitamos una) la

pareja
V2v2-1 b_\/2\/§+1
2 T2

La factorizacién del polinomio es
ot a2’ 2= <x— (a+bi)> (x— (a—bi)) <x+(a+bi)) <x+(a—bi)>
= <(x —a)’ + 62> ((x +a)® + 62>
= (a:2 — 2ax + a* + b2) (:1:2 + 2ax + a® + b2) (6.2)

siendo a y b los valores anteriormente calculados. Una vez factorizado el denomi-
nador se aplica el procedimiento de coeficientes indeterminados antes descrito y se
consigue finalmente calcular la primitiva buscada.

Aunque conceptualmente simples, los célculos anteriores resultan tediosos.
Desgraciadamente la versién de MAXIMA disponible cuando se escribieron
estas notas ante la orden

integrate( 1/(x74 + x72 + 2),x );

Unicamente proporciona
————— dzx
Tt 4+ 22 +2

Pero utilizando otros recursos de MAXIMA podemos simplificarnos las tareas tediosas.
rectform(solve(x™4 + x72 + 2,x)); (calcula las raices en forma binomia)

V2V2+1i V221
T = 5 + 5

,[--- ¥ las otras tres raices]

y ahora, conocidos a y b, podemos factorizar el denominador como indica la identi-
dad 6.2 y con un oportuno comando integrate sobre la misma (que no escribimos por
brevedad) obtener finalmente la primitiva buscada:

4 arctg <78I4 v 2‘/51)
4/2v2-1 N 8r—4/2v/2 -1
(2v3-1)° (8v2—4) 22 + (1-8v2)V2v2 — Lo + (2v2-1)° = 42+ 9

Para acabar esta seccién senialemos que si alguna (o algunas) de las raices,
x = x; 0 x = z;, hubiera sido de orden n (doble, triple,...) la técnica de descom-
posicion en fracciones simples requiere incluir n sumandos cuyos numeradores son
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244 Calculo de primitivas

una constante o un polinomio de grado uno con coeficientes indeterminados, segun
se trate de una raiz real o una compleja, tal y como hemos visto para el caso de rai-
ces simples, pero con el exponente del denominador creciendo desde 1 hasta n. Por
ejemplo, para el caso de una raiz real z; de orden 3 y una raiz compleja de orden 2
correspondiente al polinomio (a;x? + b;x + ¢;) los denominadores que permiten ga-
rantizar la compatibilidad del sistema, y por tanto la descomposicion en fracciones
simples, serfan (z—1), (v —x1)?, (xr—21)%, (@2® +bix+¢;), (a2 + bz +c;)? No
desarrollamos més este procedimiento porque en la secciéon siguiente describimos
un método general valido para raices multiples, tanto reales como complejas.

A pesar de que no entremos en mayores detalles, vamos a valernos de MAXIMA

para mostrar, mediante un ejemplo, una tal descomposicién en el caso de raices

multiples con ayuda del comando partfrac. Asi,
partfrac( (x72 -2)/((x-1)"3*(x"2+1)72),x); permite escribir

R e el e B R il Fvrr
+/4EZ52++11)+/4?;+?)2-

Unicamente la Ultima primitiva no estd comprendida en las técnicas ya introducidas.
En el ejercicio 6.3 se presenta un método para primitivas de este tipo.

6.2.2. Caso de raices miiltiples:
método de Hermite—Ostrogradsky

La técnica que describimos en este apartado se conoce con el nombre de método
de Hermite-Ostrogradsky y permite reducir el caso de las raices multiples al de
las raices simples.

Sea gg; una funcién racional con el grado de P menor que el grado de (). Para
utilizar el método necesitamos considerar los polinomios: D;(x) que es el maximo

comun divisor entre (x) y su derivada Q’'(z) y Dy(x) = gl((g;)).

El célculo de Dy (z) y Do(x) es sencillo si suponemos que ya hemos factorizado
Q(x). Asi, suponiendo Q(x) = M, (z — z1)* (x — 29)** ... (x — 2;)“ entonces:

D1<5L’) = Mn<x - Zl)(alil)@? - 2’2)(0{271) o (a: — zk)(akfl)

Dy(x) = (x — z1)(x — 2z2) ... (x — 21).

Con esas notaciones es posible encontrar polinomios A(x) y B(z) tales que el grado
de A es menor que el grado de Dy, el grado de B es menor que el grado de Dy, v

que cumplen:
Px) _(A(x)\ B
N (Dl(:c)> i 68)
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6.2 Funciones racionales 245

donde la tilde en (A/D;)" denota la derivada. Los polinomios A y B pueden deter-
minarse utilizando para ello polinomios con coeficientes genéricos que se calculan
de forma concreta en cada caso a través de la ecuacién (6.3). Aunque es posible dar
una demostracion de este hecho, en la practica lo utilizaremos en casos concretos,
donde de forma efectiva, mediante la compatibilidad del sistema de Cramer, se
comprobara la validez del enunciado antes formulado .

Como consecuencia de la ecuacion (6.3), calculando en ambos miembros la

antiderivada, obtenemos:
P(z) A(x)
dr = +/

/ Dy (x)

Obsérvese que como Dy sélo tiene raices simples, la primitiva [
del tipo considerado en el apartado anterior.

Ejemplo 6.2.3

B

(z) e

Dy(x)

B(x)
D (z)

dx es de las

/ ﬁdaz

En este caso el polinomio del denominador ya esta factorizado, pues no existen
raices reales de 22 + 1 = 0. Asi que, en esta ocasién,

Dy(z) = (¢ +1)%,  Da(x) = (2* +1)
y por tanto
1 Ax3 + B2 + Cz + DY’ Er+ F
J e —— By,
(z2 + 1) (z2 + 1) (z2 + 1)

Para calcular los coeficientes desconocidos hemos de efectuar el calculo de la deri-
vada obteniendo:

1 A23 + Ba>+Cx+ D\ Ex+F )
(22 + 1)3 = @+ 1) @+ 1) [y efectuando célculos]
T T T
_ (342% +2Bx + O)(a® + 1) — 4a(Az® + Ba? + Cx + D)
o (22 +1)3

(Ex + F)(2? +1)?
CER

Lo que, a través de,
1 =E2®+ (F - A)z* + (2E — 2B)2® + (34— 3C +2F)2®> + (2B —4D + E)x + C + F

conduce a un sistema lineal compatible de 6 ecuaciones con 6 incognitas.

E=0
F—A=0
2F -2B=0

3A-3C+2F =0
2B—-4D+E =0
C+F=1
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246 Calculo de primitivas

Figura 6.2: Ostrogradski (izquierda) y Hermite

cuya solucién es: A=3/8=F,B=D=FE=0,C=5/8.
Tenemos entonces que

/ L 345 +/ 3/8
(x2 + 137 8(a2 +1)2 r2 + 1

El calculo de

/ﬁdx

241

no tiene ninguna dificultad y tampoco la tendria aunque el numerador fuese un
polinomio de grado uno.

Una vez estudiado el calculo de primitivas de funciones racionales, en lo que
sigue estudiamos otro tipo de funciones tratando de reducirlas, mediante cambios
de variable adecuados, a primitivas de funciones racionales.

hennaya (actualmente en Ucrania) y falleci6 el primero de enero de 1862,
en la misma poblacién. Pertenecié a la Academia Rusa de Ciencias, en su
seccion de matematica aplicada. Trabajé en numerosas disciplinas dentro de las mate-
maticas puras y aplicadas: ecuaciones en derivadas parciales, analisis complejo, algebra,
teoria del calor, de la elasticidad, hidrodindmica, etc.

Charles Hermite naci6é en Dieuze (en la Lorena, Francia) el 24 de diciembre de 1822
y murié en Paris el 14 de enero de 1901. Sin duda su resultado mas conocido es la
trascendencia del nimero e (este nimero se define rigurosamente en el capitulo 2;
un nimero es trascendente si no es raiz de ningin polinomio de coeficientes enteros).
Realiz6 importantes trabajos en algebra, teoria de nimeros y analisis matemaético; son
conocidas referencias a este importante matematico las nociones de: polinomios de Her-
mite, ecuacién diferencial de Hermite, férmula de interpolacién de Hermite y matrices
(operadores) hermitianas.

Henri Poincaré, uno de los mas grandes matematicos de toda la historia y alumno de
Hermite escribié:

=2 | (F ‘{ Mikhail Vasilevich Ostrogradski, naci6 el 24 de septiembre de 1801 en Pas-
\
J

S

jLlamar a Hermite un logico! nada me parece mds contrario a la verdad.
Los métodos parecian siempre nacer en su mente en alguna misteriosa
forma.
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sen?x +cos?x =1 sen(:p + y) = Senx cosy + cosxseny
sen(x + %) = COsSZT cos(x + y) = cos z cosy — sen x sen y
cos(x +5) = —senx sen 2z = 2sen z cosx
sen x
tgxr = cos 2z = cos’x — sen’ x
COS T
coS T 9 1 —cos2x
cotgxr = sen“r = ————
sen x . 2 5
+ cos2x
1+tg?a = 5 cos?y = ———
cos* T 2
T+ T — T+ T —
senx + seny = 2 sen 2ycos 23/ CcoS T 4 cosy = 2 cos 2ycos 2y
=y r+y r+y =y
senx —seny = 2sen 2 cos 5 COST — COs Yy = —2sen 5 sen 2

Cuadro 6.1: Relaciones trigonométricas bésicas. Estas relaciones, que seguramente
el estudiante conoce y ha usado en la ensenanza media, seran demostradas con
rigor en el capitulo 8.

6.3. Funciones racionales en seno y coseno

El calculo de primitivas de funciones trigonométricas exige el conocimiento de
las relaciones trigonométricas que se suele aprender en la ensenanza media. A modo
de recordatorio resumiremos en el cuadro 6.1 las relaciones trigonométricas mas
utilizadas.

Un polinomio en las variables = e y es una expresion de la forma:

Plz,y) =Y_> apa’y*
j=1k=1

No es algo muy diferente de un polinomio ordinario P(x) en una variable; la tinica
diferencia es que ahora cada sumando puede contener el producto de una potencia
de x y otra de y.

Llamaremos funcién racional en dos variables a una funcién R(x,y) que es
cociente de dos polinomios, cada uno de ellos en las variables z e y.

Una funcién racional en seno y coseno es una expresion de la forma

R(sen z, cos )
siendo R(z,y) una funcién racional en dos variables.
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248 Calculo de primitivas

El célculo de la antiderivada de este tipo de funciones R(sen z, cosx) se reduce
al de las consideradas en la secciéon 6.2 mediante el cambio general de variable
dado por

t = tg(x/2).

En efecto, se tienen las férmulas

T T T 5 [T 2t
sen r =2 sen <—> cos (—) =2tg <—> cos (—) =
2 2 2 2 14 ¢2
1—¢
et () o 3) - 3) (-1 3)
2 2 2 2 142

r =2arctgt
2
dr =——=dt,
1+4¢2

lo que permite escribir [ R(senz,cosx)dx como la antiderivada de una funcién
racional [ Ry(t)dt. En efecto:

/R(senx,cosx)dxz/R( 2t 1_t2> 2 dt:/Rl(t)dt

1+22714+¢12) 1412

puesto que la expresion en la segunda antiderivada es una funcién racional de ¢.
. Por qué?

1
Ejemplo 6.3.1 Calcule [ —— dx.

sen x
Hacemos el cambio de variable ¢t = tg(x/2) lo que nos da:

1 1 2
d :/——dt
/senx v 2] 4 ¢2

1+¢2

1
= /gdtzlogﬁ\ +C =log|tg(z/2)|+ C

Calcule la primitiva anterior haciendo uso de MAXIMA y compare el resul-
tado que la herramienta informatica proporciona con el que aparece escrito
en la férmula anterior. ;Coinciden los resultados? Explique razonadamente su
respuesta.

En algunos casos particulares pueden hacerse otros cambios més especificos
que, frecuentemente, dan lugar a primitivas mas sencillas de calcular.

= Si R es una funcién par en seno y coseno, es decir,
R(—senx,—cosx) = R(sen x, cos z),

lo que significa que cambiando simultaneamente senx por —senx y cosx
por — cos x se obtiene la misma funcién, entonces puede comprobarse que el
cambio

t=tgx
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permite reducir también la primitiva a una del tipo considerado en la sec-
cién 6.2. Se tiene la siguiente féormula

que permite expresar sen x en funcion de t. Procediendo de forma similar con
la funcién coseno se obtienen, finalmente, las siguientes féormulas:

t 1 dt
seny = ——— COST = ———r dr =

VIt VI+t2 142

1
Ejemplo 6.3.2 Calcule / dx
sen T cos T + cos2 x

En primer lugar observamos que la funcién de la que queremos calcular la
antiderivada es par en seno y coseno; en efecto:

1
R — _
(sen x, cos x) R B
1
(Csonz)(—cosz) T+ (—cosz)? T sena, —cosw)

Entonces el cambio de variable ¢ = tgx es adecuado y mas sencillo que
t = tg(x/2); asi:

/ 1 d / 1 dx
xTr =
sen z cos x + cos? tgx + 1 cos?x
dt

» Si R es una funcién impar en seno es decir,
R(—senx,cosz) = —R(senz, cos ),

entonces el cambio ¢t = coszx permite reducir la primitiva a una del tipo
considerado en la secciéon 6.2 como es facil comprobar.

Ejemplo 6.3.3

sen® x sen? x 1 —cos®x
————dox = | ————senxdr = | —————senxzdx
1+ cos? x 1+ cos?z 1+ cos?z
L=t /1+ 2 gt =t 2arctgt +C
= — =— [ — =t —2arc
112 112 &

= cosx — 2arctg(cosz) + C.

El lector deberia comparar el cambio de variable empleado en este caso en
que la funcién es impar en seno con el que se ha indicado con caracter general.
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» Si R es una funcién impar en coseno, es decir,
R(senz, —cosz) = —R(senz, cos ),

entonces el cambio ¢ = sen x permite reducir la primitiva a la de una funcién
racional, del tipo considerado en la seccién 6.2.

Ejemplo 6.3.4

1 1 1
/ d:p:/ cosxd:pzficosxdx
COS T cos? x 1 —sen?zx

1 1 1 1 1, |1+t
z/—dtz—/( + =—10g‘—‘+(]
1—¢2 2 \1+t l—t)dt 2 1—t

1+sinz

=1
8 ‘1—3111:1:

Estos cambios son preferibles al cambio general porque suelen conducir a unos
calculos mas sencillos que el cambio general.

Lo anterior no agota los casos particulares. La utilizacién adecuada de los
recursos trigonométricos puede proporcionar técnicas especiales para determinados
casos concretos. Por ejemplo, las primitivas del tipo

/sen2” zdxr o /c052” xdx

se pueden calcular de forma sencilla utilizando reiteradamente los férmulas trigo-
nométricas para el angulo doble (cuadro 6.1). Tal puede hacerse para el calculo de
[ sen* z dz, que aunque puede ser considerada como funcién par en seno y coseno,
susceptible, por tanto, de aplicarle el cambio ¢ = tgx, resulta méas sencillo utilizar
las formulas trigonométricas del angulo doble:

1- 2A 1 2A
cos cos? A — + cos .

sen? A = ,
2 2

Ejemplo 6.3.5

1-— 22\ 2
/ sen z dv = / (sen® z)? dx = / (ﬂ) dz [desarrollando el cuadrado]

2
1 1 . A
:Z/(1_2C082x+(30822x)dx:Z/(1_2C082$+$) -
3 1 1
:§$_156n2$+3—286n4x+0
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Acabamos de explicar como se pueden calcular primitivas de las funciones de
la forma senP x y cos” x para p un entero par. Si p = 2n + 1 es impar, ;como
procederiamos? De este caso no hemos comentado nada porque, en realidad,
no es necesario. O, mejor dicho, es muy facil. ;Sabe cémo se hace? Si no es
asi puede consultar algtn libro sobre el tema o realizar la siguiente pequena reflexiéon:
escriba (en uno de los casos) sen?"+1 n

r = sen”" x sen x, utilice la férmula fundamental
de la trigonometria para sustituir sen? z por una expresion del cos z, ;entiende ya cémo
proceder?

Otras familias particulares de funciones trigonométricas para las que existen
métodos especificos de calculo de sus primitivas, son las de la forma

/ sen aux cos [Bx dr, / cos ax cos Bz dx, / sen ax sen Sx dx.

Suponiendo que a? # (3%, pues en ese caso estas primitivas ya forman parte de los
casos estudiados anteriormente, podemos realizar el calculo utilizando las ultimas
formulas trigonométricas del cuadro 6.1.

Por ejemplo, si queremos calcular una primitiva de sen ax cos fx, deseariamos
poder expresar dicha funcién como suma de un seno y un coseno o de dos senos,
o de dos cosenos. Para ello, recurriendo a la férmula

uU+v uUu—v

senu + sen v = 2sen cos
* 2 2
buscamos x e y tales que:
u+v
ar =
2
u—v
Tr =
g 2

Tenemos asi un sistema de ecuaciones cuya solucion es: u = (a+f8)xry v = (a—[f)x.
Por tanto

/sen axcos frdr = %/(sen(a + B)x + sen(o — ﬁ)x) dx
_cos(a+ Bz cos(a— B
2(a+p) 2(a = p)

6.4. Funciones racionales de e*

El calculo de la antiderivada de las funciones de este tipo, es decir de funciones
de la forma R(e”), siendo R(z) una funcién racional, se reduce a las consideradas
en la seccion 6.2 mediante el cambio ¢ = e*, como es inmediato comprobar.

Ejemplo 6.4.1

e’ dt -
/mdx:/m:arctge +C
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6.5. Funciones racionales en senh y cosh

La antiderivacion de esta funciones (R(senh x, cosh x), siendo R(x,y) racional
de dos variables) se realiza de forma similar a las primitivas de funciones racionales
en senos y cosenos (ordinarios) y también, en ocasiones, sustituyendo senh y cosh
por sus valores, con lo que se transforman en racionales de e*. Las formulas fun-
damentales aparecen en el cuadro 6.2 y pueden ser deducidas facilmente a partir
de la definicién.

senhg (= ——— coshzx =

cosh?z —senh?z =1

(senh x)" = cosh z (coshz)" = senh z

(tanhz) = (1 — tanh®z) = 005;2 -

senh 2z = 2 senh z cosh x cosh 2z = cosh? z + senh®
cosh?z = % senh? z = %

Cuadro 6.2: Formulas béasicas de trigonometria hiperbélica

Ejemplo 6.5.1 Funcién impar en senh. Utililzando el cambio ¢ = cosh x obtene-

mos:
/ / senh x / senh x d / dt
= r= [ —.
senh® senh? cosh2 x —1)2 (12 —1)2
También puede hacerse mediante una racional en e” puesto que, con el cambio de
variable t = e* tenemos:

/ 1 dx—/ 2337 dx—/ 8t? @_/ 8t? @t
senh®z ) (e =137 (@—13t ) (2-1)3 "

6.6. Algunos tipos de funciones irracionales

A diferencia de lo que ocurre con las funciones racionales no existe un proce-
dimiento general para el calculo de primitivas de funciones irracionales. Incluimos
aqui alguna situacién particular en la que mediante cambios adecuados es posible
transformarlas en primitivas de las consideradas en la seccién 6.2.
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ar +b\"" [ax + b\ ax + b\"*
61, (W) frfe (S0 (SN (g,
cr +d cr +d cr +d
En este caso R es una funcién racional de k + 1 variables y ry,ry..., 7 son
numeros racionales. El cambio de variable

ar +b
cx +d

n

siendo n el minimo comin multiplo de los denominadores de ry,7r5 ..., 7, permite
reducirlas a las consideradas en la secciéon 6.2, como es facil comprobar.

Ejemplo 6.6.1

| wrriveee
x
Vr+1+vVz+1
El objetivo es eliminar las raices cuadradas y cibicas. Puesto que tenemos el

binomio = 4 1 elevado a los exponentes % y %, tomamos n = 6, ya que 6 es el

minimo comin multiplo de 2 y 3. Entonces hacemos
z+1=15, que conduce a z = t° — 1, dx = 6t° dt,
con lo que la primitiva anterior se transforma en

16 — — 3

t2+t3

6t5dt_6/

=6 (t9/9 — 88+ 1T /T—1°/6 +1°/5 — t1/4) + C.

dt:6/(t8—t7+t6—t5+t4—t3)dt

Y tras deshacer el cambio de variable se obtiene que la primitiva buscada es

([WIFD (D WIED ey (WAEI (DY
9 8 7 6 5 4

MAXIMA puede calcular de forma directa la primitiva anterior mediante
integrate (x/( (x+1)~(1/2) + (x+1)"(1/3)), x);
El resultado proporcionado es

3 T
2 6

wh

— 420 (z+1) + 504 (2+1)? — 630 (z+1)°
420

280 (z+1)% — 315 (z+1)3 + 360 (z+1)

Para ver que ese resultado se corresponde con el que hemos obtenido nosotros pode-
mos indicar a MAXIMA que desarrolle la fracciéon inmediatamente anterior mediante el
comando

expand (%) ;

obteniendo entonces la siguiente expresién

3
2

ol

z
6

2(x+1)7 3(zt1) +6(:c+1)'+6(:c+1)%_3(x+1) e

3 4 7 5 2

2
3

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



254 Calculo de primitivas

6.6.2. (L) /J;m(a + bz")P dx

Donde m, n, p son niimeros racionales se conocen con el nombre de primitivas
binomias y pueden resolverse solo en ciertos casos particulares, que pasamos a
describir, mediante su reduccién al modelo considerado en el apartado (I;).
»peZ

En este caso se trata de un ejemplo concreto de las primitivas irracionales
consideradas en el apartado (I;). En efecto, basta desarrollar el binomio
(a + bz™)P para darse cuenta de que se obtiene una primitiva de la forma

/:cm (alx“ + 4 anazrn) dx

siendo los r; nimeros racionales. Es pues una primitiva de la familia (I;),
tomandoa=d=1yb=c=0.
»p¢Z

Entonces haremos el cambio de variable dado por ¢ = ™ que lo reduce a una
primitiva del tipo

/ #9(a + bt)? dt.

Hay dos casos en los que esta primitiva puede transformarse al modelo con-
siderado en el apartado (I1) y son los siguientes:

eqgc

Es obvio que se trata de una primitiva del tipo considerado en el apar-
tado (Iy).

eg+pcZ

Si tal ocurre entonces
p
/tq(a bty dt = /tq+p (@) dt

y de nuevo se trata de una primitiva del tipo considerado en el apartado

(1)
Ejemplo 6.6.2
/5675 dx = /ZL‘S(I + 2%) Y3 dx
Vv1+ a3
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6.6 Algunos tipos de funciones irracionales 255

De acuerdo con lo indicado, hacemos el cambio ¢t = 2°, v en consecuencia
x =13 dv = (1/3)t72/3dt que tras sustituir conduce a

1 tdt 1 / (u? — 1)3u? du
3 Y1+t 3

u
u5 U2
—— ——+4C
5 2"
1 3\5/3 1 3\2/3
:(+§) _(+;ﬁ) )

Ejemplo 6.6.3

23
7d:c:/:c3 1+ 237 V3 dx
/ 3/1 + xg ( )
De acuerdo con lo indicado, hacemos t = 3, y sustituyendo llegamos a
(¢=1/3p=-1/3)
s dt 1

1 1/3 —-1/3
g/ﬂ1+0 ﬁwzzg/t/ﬂ%ﬁ)/¢ﬁ

1/< t )1/3(175 t 5 u?
= — _ — = =
3 \1+t 1+¢ 1 —ud

201 _ .3 39,2 3
:l/u?)u(l u?) + u’3u du:/ u Ju
3 (1 —wu3)? (1 —ud)?

que es ya una funcion racional.

6.6.3. (I3) /R(a:, Vaz? + br +c)dax

Aqui R representa a una funcion racional de dos variables y suponemos, obvia-
mente, que vax? + bxr + ¢ tiene sentido. Este tipo de primitivas se conoce con el
nombre de irracionales cuadrdticas.

Por calcular las primitivas de este tipo de funciones basta observar que mediante
un adecuado cambio de variable afin (del tipo t = ax + 3) la primitiva propuesta
da origen a una de las siguientes: [v#2 — 1, [vt2+ 10 [v/1 —t2, dependiendo de
los valores de a,b y c. Se trata ahora de calcular las primitivas de cada una de
ellas.

Jvi=e.

Puede calcularse de forma sencilla mediante el cambio de variable

z =sent.
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256 Calculo de primitivas

Ejemplo 6.6.4

/Mdaz

Tenemos la siguiente identidad

con lo que

1
/\/x—xde:5/\/1—(2x—1)2dx [t =22 — 1]
1
:Z/\/l—tht [senu = ]
1 1
:1/\/1—sen2ucosudu:Z/COSQUdu

1 1 1
:§/(1+6052u)du:§u+1—656n2u+0

1
= g(u+senucosu) +C

= é (arcsen(Qa: — 1)+ (22 —1)y/1 — (22 — 1)2) +C

[V

Esta primitiva y la que sigue después pueden calcularse utilizando las fun-
ciones seno, coseno, tangente y cotangente hiperbélicos, que ya han sido
definidas en el cuadro 6.2, en el que se incluyen también ecuaciones que esta-
blecen relaciones entre ellas. A la vista de dichas ecuaciones resulta evidente
que la primitiva propuesta, haciendo el cambio de variable

t = cosh 2

se reduce a

h2z —1
/senthdz:/%dz

cuya primitiva se calcula de forma sencilla.
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Ejemplo 6.6.5

/de:/\/(:p—lﬁ—ldx [t —1=1]
:/\/Hdt [t = cosh u]

1
= /senhQudu =3 /(cosh(2u) —1)du

1 1
b senh(2u) — JU +C

- % < (x —1)2 —1(x — 1) — argcosh(x — 1)> +C

/ 241

Utilizando las mismas ideas que antes, es claro que
t = senh z

reduce la primitiva a

h2 1
/coshszz: /%dz

cuya primitiva, como antes, se calcula de forma sencilla.

Ejemplo 6.6.6

/\/4x2+1dazz/\/(2x)2+1dz 22 = t]
:%/Mdt [t = senh u]

1 1
25/\/senh2u+1coshudu: é/coshzudu

2
1 w u 1
:§/<%> du:§/62u+2+6_2“du

1 1 1
= 1—6(62“+4u—e*2”)+02 Zu+§senh2u+0

1 1
! argsenh(2z) + 5:5«/1 + (22)2+C

La cuestion, tanto en éste como en el caso anterior, es expresar z, senh z y
cosh z como funciones de t, es decir deshacer el cambio de variable, lo que
requiere que los cambios de variable respectivos sean funciones biyectivas
(uno a uno). En el caso de t = senh z asi es, ya que la funcién es una biyeccién
estrictamente creciente (pues su derivada cosh z cumple cosh x > 0) e impar
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de R en R y se tendria z := argsenht, llamada la funciéon argumento seno
hiperbdlico. En el caso de ¢ = cosh z la funcién es par y es una biyeccion
estrictamente creciente de (0, +00) en si mismo (procédase como antes) cuya
funcién inversa recibe el nombre argumento coseno hiperbélico z := argcosh ¢
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6.7. Ejercicios

Resueltos

A lo largo del capitulo hay multitud de ejemplos. No anadiremos ningun otro.

Ejercicios propuestos

6.1) Calcule las siguientes primitivas elementales, en los intervalos donde las co-
rrespondientes funciones estén bien definidas:

3-5*+6-7" 1 2
/xﬁ@dw /édx de

2z+1 1 + cos 2z
3
2 sen? z 21‘
d / 922 d 2y
/cos T dz e sen 2z dx 11420 T

1 3 (arctg x)?
d /7d /7d
/Mogﬁ ! St 1122

1 3
/ sen 3z cos 3z dx / M dr / arcsen a:
x 1 — .TQ

/t 2 v dr Senve L "x—i_ldx / dr
& Vo +1 8 +5

6.2) Calcule las siguientes primitivas:

/(3:2 + 32)2% dx /e2m sen x dx /log xdz

1 3
/x” log x dx / x2 dx / og2 % iz
cos? x

arcsen xr

T arctg :c ze

/(arctga:)Q:U dx m m
[+ va)ogapar [ (k’“) dz

T

6.3) Obténganse las siguientes férmulas de recurrencia, siendo n un niimero entero
positivo.

1 2n —3 1 1 T
[ e = a0 G & s n e
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260 Calculo de primitivas

1 _ n—1 _
/sen”xdx:——sen" Ly cosa + /sen" 2rdr
n n

1 n—1
/cos”xdx:—cos" Lysenx + /cos" 2y dx
n n

/ sen™t! g p 1 sen™z / sen”
—_— x’ —_— - —_— —
cos™tl g m cos™ x cos™—1 3:

6.4) Obtenga la siguiente formula de recurrencia
n 1
/ tg" xdr = / tg" 2z

6.5) Calcule las primitivas de las siguientes funciones racionales:

/:p4+x2+2x+1 /x7+x3dx / 3x2 4+ 2x +4
(x4 1)2 4 —1 (x+1)(22+1)
20t — 23 + 2 3 — 2%+ 2 222 +x+1

JRCELiEs VRS L 55 PN S 115
x?(x? 4+ 1)? t+ a2+ 1 (x—1)3

1 r—1 1
4 /7(1 /7d
/x(x3+1) * 2@2+12 " S @rp®
1 1 1
—d /7d / d

/(x2—1)2 v @212z " (@ —12@2+3) "

/ 472 J / x?—1 /2x2+1
—_— l‘ —_— —_—

(x2 4 3)2 42?41 (x —1)8

6.6) Calcule las siguientes primitivas:

/ﬁ /(1—|—xc)lf/m /\/;—z(lj—ixx)?

3 3
) T
d /7d /\/1 24
2 X \/37274—1 X + x4+ x°dx
xXr 3 xXr
—_— 1+ 22 2de / dx
/\/1+x+az2 /< ) V—r?+r+4

2
do /x3\3/1+\/ﬁdx / v dv

/ (14 22)3V1 42 + a2 /(1 = 222)5

/ vaz+1 i / dx
x (x +1)°Va? + 2x
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6.7) Calcule las siguientes primitivas

d
/ sen 2x cos 3x dx / sen? x cos® z dx / x

cos T
dx

/ cot* x dx / sen® z cos* z dx / _

1+ sen?zx

/ dx / dx
2senx —cosx + 5 sen? x cos T cos3 x
5

cos® x
/ 5 dr
sen3 x
6.8) Calcule las siguientes primitivas:

/ dx d / er J 1+ senhz d
——dx ——dx ——dx
a2e® 4 b2e® e2r — et 4 1 14 coshz

senh? z dz

6.9) Calcule

dx 1
Y (S
VAar? — 16z + 12 /x\/1+x4

6.10)
/ dx arcsen x dx dx
(1—22)y/1— 2% (1—22)y/1— 2% (1+22)vV1+ 2?
6.11)
2
/senGx dr
cosb z
6.12)

dx
/ (V22 + /x)

& Siempre que sea posible, utilice MAXIMA para comparar los resultados ob-
tenidos manualmente con los proporcionados por el ordenador.
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