Tema 3a: Céalculo diferencial de funciones de varias vari-
ables [

1. Funciones de varias variables. Limites. Continuidad

1.1. Funciones de varias variables
Definicién: Llamaremos funcién real de varias variables (o campo escalar) a toda funcién
f:R"—=R
Y llamaremos funcién vectorial de varias variables (o campo vectorial) a toda funcién
f:R"—R"™

En ambos casos se dice que f es una funcién de n variables.

Ejemplos:

1. f:R? — R dada por
f(z,y) = 2%y + e“>Ylogr — 3

es una funcién real de 2 variables.
2. f:R3 — R dada por
f(z,y,2) = cos(z —y — 2) + V2% — Ltan(e™*V)
es una funcion real de 3 variables.

3. f:R" — R dada por
o A /z%+z§+4u+z%

f(z1, 29, ...;x,) =€

es una funcién real de n variables.
4. f:R3 — R? dada por
flz,y,2) = (x —y+ 2z — 20, zlog[e*¥ — 7))
es una funcién vectorial de 3 variables y 2 coordenadas.
5. f:R* — R% dada por
f(z,y,2,t) = (x —y,wcos z,t* +€¥,0,3 — xyzt)

es una funcién vectorial de 4 variables y 5 coordenadas.



Definicién: Sea f : R" — R™ (una funcién vectorial). Llamaremos funciones coordenadas de

f a las funciones
f1>f2a >fm R"— R

que verifican que

floy, @,y xn) = (fr(xy, Ty ooy ), fo(@1, Toy ooy ),y ooy frn(T1, T2y ooy )

En esa situacién pondremos

f = (flu f27 7fm)
Observacion: Para el ejemplo 4 anterior se tiene que
f:R®—R?
tiene por funciones coordenadas
f17 f2 : RS — R

dadas por

fl(xuyvz) = $_y+2_20

fa(z,y,2) = =ztan[e™]

Para el ejemplo 5 anterior se tiene que
f: R* — R

tiene por funciones coordenadas

f17f27f3af4>f5 : R4 — R
dadas por

fl(l',y,z,t):l'—y f2($ay727t):$(3032 f3(x7y727t):t2+€y

fa(z,y,2,t) =0 | f5(x,y,2,t) =3 — xyzt

Igual que en el caso de funciones reales de una variable real (f : R — R) se entiende por dominio

de una funcién de varias variables al conjunto de puntos de R™ en el cual tienen sentido todas las
expresiones que definen a la funcién. Si f = (fi, fo, ..., fi) €s una funcién vectorial se tiene ademds
que

Domf = Domf; N Domfy N ...0 Domf,

De todos modos, al igual que ocurria con funciones reales de variable real, el dominio puede estar
restringido sin necesidad de ser el dominio méximo posible.

Observacién: En el ejemplo 1 anterior el dominio estd formado por todos los puntos (z,y) que
cumplen que x > 0.

En el ejemplo 2 el dominio estd formado por todos los puntos (z,y, z) de R que verifican



25 —1 >0y cos(e”™) # 0, simultdneamente.

En el ejemplo 3 el dominio es todo R™, asi como en el ejemplo v).

Finalmente en el ejemplo iv) el dominio estd formado por todos los puntos (z,y,2) de R? que
verifican e®¥ > 7.

El dominio de la funcién

1
= cos(———
f<x7y> (l’2+y2)
es todo R? salvo el punto (0,0) (observar que es el uinico punto que hace nula la suma de cuadrados
2 +y).
Para la funcién
2 + y?
9(z,y) =
Ty

el dominio es
Domg = {(x,y) € R? tales que xy # 0},

en definitiva todo R? salvo los ejes coordenados x = 0 e y = 0.

Y el dominio de la funcién h(z,y) = (x—;, log(z —y), Va2 —1) es

Domh = {(z,y) €R":y #0,2 —y >0,2> —1 >0}

La grafica de una funcién [ : R” — R™ es el siguiente conjunto de puntos de R"*™

{(21, 29, ooy Ty, f(T1, T2, . 2,)) € R™T™ 2 (21, 29, ..., 1) € Domf}

Casos donde puede visualizarse la grifica:

» Una funcién real de variable real f : R — R. En este caso la gréifica es una curva en R?, que
estd formada por todos los puntos de la forma (z, f(z)), donde z recorre el dominio de f. Esta

es la situacién que hemos analizado en el Tema 8 de la asignatura.

» Una funcién real de dos variables f : R? — R. En este caso la grafica es una superficie, que
estd formada por todos los puntos de la forma (x,y, f(z,y)), donde (z,y) recorre el dominio

de f. Esta serd la situacién que analizaremos en el presente tema y en los restantes.

= Una funcién vectorial de una variable f : R — R", cuando n = 2,3. En este caso tenemos lo
que se denomina una curva parametrizada en R? 6 R3. Esta es una situacién especial que se

visualiza de otro modo que no vamos a tratar con detalle aqui.

A continuacién vemos algunas superficies (aqui estén dadas mediante una ecuacién implicita):



Esfera 22 + 2 + 22 =1 Cilindro 22 +¢? =1 Cono 2% = 22 + 12

Paraboloide z = 22 +y?  Silla de montar z = 22 — 7/? Toro 22 =1 — (y/22 + 42 — 2)?

06
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02

0

02}

04}

05

%M (t/10)*cos(t)

05 06 L

-08 —
08 06 04 02 0 02 04 06 08

%er(t/10)*sin(t)

La figura ocho La hélice circular Una espiral

Debido a la complejidad existente en general a la hora de abordar el problema de la representacién

grafica de una superficie z = f(x,y) se hace necesario otro recurso que facilite en buena medida esta



labor. Asi podemos utilizar las curvas de nivel, que son las proyecciones sobre el plano OXY de los
puntos de la superficie que estén a cierta altura constante (para cada altura k al hacer la proyeccién

sobre el plano OXY de la superficie obtenemos la curva de nivel {(z,y) : f(z,y) = k}).

1.2. Limite de funciones de varias variables

La idea intuitiva de limite es similar a la del caso de funciones reales de una variable real, con las
generalizaciones correspondientes. En principio la idea inicial que tenemos de limite consiste, como
ocurria para las funciones reales de una variable, es sustituir en el punto.

Pero el concepto de limite para funciones de varias variables es extremadamente complicado. Y
lo cierto es que no es concepto fundamental para nuestras necesidades. Por ello omitiremos aqui el

desarrollo de toda la teoria relacionada, queddndonos tinicamente con lo estrictamente necesario.

Ejemplos:

1. 1§ i eSS R |
(x,y)liI%O,l) 14z cosy 1

2. ( )h’r(n ) )[sen y — 3cos(yx)]” = [sen m — 3cos(—2m)]  =[0—3] =9
T,Y)—(—4,T

3. Iim 2?3 (z+2)—4=1*(-1*-2-4=-2—-4=-6

($,y,2)—>(1,—1,0)

De modo similar se define el limite de una funcién vectorial de varias variables
f:R"—=R™
s6lo que L no es un mimero real sino un vector
L= (Ly,Ls,...,L,) € R
4. Para f : R? — R? dada por
flz,y,2) = (xr —y + 2z — 20, ztan[%ezy])

se tiene que

7
lim T,1Y,2) = lim r—y+ 2z — 20, ztan[—e*|) =
(xzy’z)*)(l’orfl) f( y ) (I,y,z)ﬂ(l,o,fl) ( y [4 ])
= lim [z —y + 2z — 20], lim ztan[zezy]) =
(I,y,Z)H(1,0771) (x7yrz)é(170771) 4

= (—20, —tan%) — (—20,—1)

, z y—1 3 —1 1
lim (_ a5) - (Ia?75) - (37__

(xy)—(3,0) e¥’ 3z 9’

5)

También es posible que aparezcan infinitos, generalizando la definicién dada para funciones

reales de una variable:



z+l o _ 3 _ I oy, 2 —
(w,y)lg%o,m Y +0o0 1111 (2y, =) = o0

— 1§ N
| wgmtzg T2 T 0 (2,)—(1,-3)

1
0

lim e —e =0
(z,y)—(0,1)

1.3. Continuidad de funciones de varias variables

La definicién de continuidad es enteramente andloga al caso de funciones de una variable real.

Diremos que una funcién f es continua en un punto xy cuando el punto estd en el dominio, la
funcién tiene limite (finito) en el punto y el valor de la funcién y de su limite en el punto coinciden.
Es decir:

1) zo € Domf (3 f(x0))-

2) Existe el limite de f en zq (y es finito).

3) lim f(z) = f(xo).

El estudio de la continuidad de una funcién en un punto se reduce fundamentalmente al estudio
de la existencia y, en su caso, el valor del limite de la funcién en el punto. Ademds, al igual que pasaba
con los limites, el estudio de la continuidad de una funcién vectorial se reduce al de sus funciones
coordenadas pues una funcién vectorial es continua si y sélo si son continuas sus funciones
coordenadas.

Ademss, las funciones usuales (constantes, polinomios, exponenciales, trigonométricas, logarit-
mos, etc.) son funciones continuas en todo punto de su dominio. También al igual que pasaba con
las funciones de una variable real, las operaciones usuales que se hacen con funciones continuas
dan como resultado una funcién continua: sumas, restas, multiplicaciéon por escalares, composicién
de funciones, productos, cocientes con denominador no nulo, y otras operaciones usuales. Asi por
ejemplo serdn funciones continuas, en todo punto de su dominio, las siguientes:

Ejemplos:
1. fi(z,y) = % + 5(z% + 1)* (continua en {(x,y) : y # 0}).

2. folz,y) = (‘sfp’é(if;f) —log(x + y?), et™@ D)) (continua en {(z,y) : @ + 3> > 0, cos(x + 1) # 0}).

Observacién: En ocasiones ocurre que por problemas de dominio no podemos plantear el limite
a través de R?, s6lo podemos plantearlo a través del dominio. Asf ocurre por ejemplo con la funcién
f(z,y) = /x —y cuando planteamos la existencia del limite en el punto (0,0): éste s6lo puede
plantearse a través del dominio, que es el conjunto {(z,y) : * > y}. En este caso el resultado del
limite es 0. Entonces podemos interpretar que la funcion, que estd definida en (0, 0) tomando el valor

0, es continua en dicho punto, por supuesto, continua a través del dominio. Admitiremos pues dentro



de la definicién de continuidad tal generalidad (que denominaremos continuidad a través de un
conjunto), especialmente en el caso en que el limite lo realicemos a través del dominio.

A continuacién, y para finalizar el tema, damos la versién en varias variables del Teorema de
Weierstrass que generaliza el caso de una variable:

Teorema: Si f : R" — R™ es una funcién continua en 2 C Domf y 2 es compacto entonces
f(£2) es también compacto.

Corolario: Si la funcién f : R™ — R es continua en el conjunto compacto 2 C Dom f, entonces

existen g, yo € () tales que

f(zo) = méx{f(x): x € Q}
f(yo) = min{f(x) : x € Q}

2. Calculo diferencial de funciones de varias variables 1

El concepto de derivabilidad en funciones reales de una variable real se generaliza a funciones
de varias variables con la diferenciabilidad. Comenzaremos antes analizando algunas nociones més

sencillas que van relacionadas.

2.1. Derivadas direccionales, derivadas parciales

El concepto de derivada de una funcién en un punto, que veiamos para funciones de 1 variable,
representaba el incremento de esa funcién (por cada unidad de variable) en ese punto. Esto se
generaliza a funciones de varias variables con el concepto que vemos a continuacién: derivada en
la direccién de algiin vector (derivada direccional). Esta representa la derivada (incremento) en la
direccion que marca dicho vector.

Definicién: Partimos de lo siguiente:

una funcién f: R" — R | un punto zy = (ay, ..., a,) € Domf | v = (v1,...,v,) un vector no nulo de R”

Llamaremos derivada direccional de f en x, en la direccién del vector v (denominada también

derivada con respecto a v) a

va(xo) _ Ilfinéf(xo + tl;) _ f(ll‘()) _ %l/naf(al + tUb ey Gy _’_ttvn) _ f(a'17 ) an)

La derivada direccional anterior puede realizarse de modo equivalente cogiendo la funcién

g : R — R | definida por ¢(t) = f(x¢ + tv) | calculando ¢'(0)

Nota: Para ser rigurosos diremos que la definicién de derivada direccional se suele definir para
vectores de modulo 1. Eso debe ser asi, al menos para que sea correcta la interpretacién de dicha
derivada como el incremento de la funcién en la direccién del vector usado. Pero para una mejor

simplicidad de los ejemplos que tratamos pondremos vectores que no tienen por qué cumplir dicho
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requisito. No obstante anadiremos que para la mayor parte de las funciones que vamos a manejar, las

funciones diferenciables, esto no representa problema porque, como veremos en el tema, al satisfacerse

la linealidad esto permitira dividir después entre la norma del vector, para que tenga médulo 1.
Ejemplo: Hallemos la derivada direccional

de la funcién f(z,y) = 2® — y? | en el punto zy = (3,2) | en la direccién del vector v = (1, —1)

Esta vale

£13,2) + (1, —1)] — £(3,2) fB+t2-1)-5

2 _ 2
_ BT @075 10 0= 10
t—0 t t—0 t—0

Haciéndolo de la otra manera tendriamos que definir
g(t) = flzo+tv)=fB+t,2—t) =B+t —(2—t)> =5+ 10t

y hallar ¢’(0).
Como ¢'(t) = 10 concluimos que D(1,—1yf(3,2) = ¢'(0) = 10

Ejemplo: Hallemos la derivada direccional

de la funcién f(z,y) = 2%y — ze¥ | en el punto zy = (z,y) | en la direccién de vector v = (1,0)

Esta vale
t(1,0)| — t.y) — (220 — ze?
Daof(z,y) = iAW HULO = Jley) o J@tty) = @y —aeh)
’ t—=0 t t—0 ¢
= lm (z +8)% — (z +)e? — 2’y + ze¥) — lim (22 + 22t + t*)y — xe¥ — te¥ — 2%y + xeY) _
t—0 t 10 f
2y + 2aty + try — te¥ — 2 2aty + t2y — tev
- ynolnyr xy+ty : zryzyné :cy+ty - = lim2zy +ty — ¢ = 2y — ¢

Esto es lo que se conoce como derivada parcial de f con respecto a x (que veremos a continuacioén)

Sea f:R" =R | zg = (a1, ...,a,) € Domf | y C ={ey,es,...,e,} la base canénica de R"

(recordemos que cada e; tiene todas las coordenadas nulas salvo la i-ésima que vale 1) Entonces

para cada ¢ = 1,2, ...,n la derivada direccional respecto del vector e; es

f(iL'() + tel) — f(l'()) f[(ab R an) + t(0> 0,..,0,1,0,.., 0)] — f(al,“-7an)

De f(wo) = lim t =1 t -
vy @+t ay) — ey Oy



y la llamaremos derivada parcial i-ésima de f 6 (suponiendo que designamos por x; a la variable
i-ésima del espacio) derivada parcial de f con respecto a z; en el punto z,. Para designar a esta

derivada parcial pueden utilizarse las siguientes notaciones:

o (20) | Dif (20) | fu,(w0) | fi,(x0)

Por ejemplo, para una funcién f de dos variables (z,y) las derivadas parciales en el punto xy podrian

denotarse asi

g5 (20), gh (o)} | {D1f(wo), Daf (20)} | {fal0), fy(20)} | {£1(wo)., fy(w0)}

Y para una funcién f de tres variables (z, y, z) las derivadas parciales en el punto xo podrian denotarse

ast:

2L (20), 55 (20), §E(20)} | {D1f (wo), Daf (wo), Dsf (wo)} | {fx(0), fy(0), f2(x0)} | {falwo), £(w0), fil0)}

Ejemplo: Calculemos las derivadas parciales de la funcién

flz,y) = =4 en el punto xy = (-2, 3)
Estas son
of B o JI=2,3) +4(L0)] = f(=2,3) L f(=2413) = (=3)
—2+t—3 -5 2_4t+5 23
= lim (—2+1)2+1 +1 — 1 t2i4t+5 + i274:15 _ h'mﬁ — l{m t* =3t — l{m t—3 _ _§
t—0 t =0 t t—0 t—0t(t2 — 4t +5) =012 — 4t +5 5
8f ’ f[(_2> 3) + t(oa 1)] - f(_27 3) ’ f(_27 3+ t) +1
—2—(3+) e B
7 T 1 =St42 = -1 1
— "2 TS i S — lfm— = =
t—0 t t—0 t t—0 t t—0 5 5

Habitualmente, calcular las derivadas parciales es més sencillo del siguiente modo:
La derivada parcial de f con respecto a la variable z; en el punto zy, = (ay, ..., a,) puede

hallarse calculando la derivada de la funcién de una variable
E(Il) = f(xla "'7$n)7

en la que dejamos fijas las variables distintas de x;, en el punto x.

Ejemplo: Hallemos las derivadas parciales de la funcién

flz,y) = 2;‘;;’ en el punto zy = (—1,0)
of 2@ +3)-122—-y) 64y
oY) = (z+3)° " @+3)2
of . —(@4+3)-02r—-y) —x-3 1
oy = (x + 3)?2 T @+32 z+3
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por tanto %(—1,0) = g —

3 af _ 1
3| 5(=1,0)=—3

Nota: Por supuesto que también pueden calcularse estas derivadas parciales como derivadas
direccionales,.

Ejemplo: Hallemos las derivadas parciales de la funcién

f(x,y,2) = 23 cos 2

en cualquier punto (z,vy, 2)

9 — 9e2043y cog » | UL = 32 cos | U = — 23V gen
oz oy 0z

Ejemplo: Las derivadas parciales de la funcién f : R® — R definida por

2 —y+1
f(x7y7z) 9 A Fo

:3:L‘+4y—5z
son
f 2-Bz+4y—52)—2x—y+1)-3  1ly—10z—-3
’ (3x + 4y — 5z)? (3w + 4y — 52)2
7 —15x + 52 — 4
Y (3 +4y — 52)?
fo— 10z — 5y + 5

(3x 4+ 4y — 5z2)?
Para una funcién vectorial
f=fi,fo, o, fn)  R" = R™

pueden definirse de modo similar sus derivadas direccionales y parciales, obteniendo como resultado

vectores de R™ (en vez de escalares) y pudiendo hallarse coordenada a coordenada a partir de las
funciones coordenadas f1, fa, ..., fn

Ejemplo: Las derivadas parciales de la funcién f : R> — R? definida por

F(2,y) = (& — y, %", cos zy) son

fz = (1, 2xeY, —ysenxy)

fy = (=1, 2%eY, —xsenzy)
Ejemplo: Calcular la derivada direccional de la funcién

f(z,y) = (2* — 2y + ¥ ", 3 + senx)

en el punto xy = (0, —2)

en la direccién de v = (2, 1)

Sea

g(t) = f1(0,=2) +t(2,1)] = f(2t,t — 2) = (4% — 2[t — 2] + e 72,3 + sen2t)

luego

g(t) = (8t —2—e "2 2cos2t)
Entonces esta derivada vale

g0)=(-2-¢2)
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2.2. Plano tangente a una superficie

Recordemos que la derivada de una funcién derivable
fR—R

en un punto xy podia ser interpretada como la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x)
en el punto r = xy. Veamos qué interpretacién geométrica podemos darle a las derivadas parciales.
Supongamos que tenemos una funcién real de dos variables f y que tomamos la superficie determinada
por la ecuacién z = f(x,y). Haciendo uso de las derivadas parciales de f es posible obtener el plano
tangente a la superficie en un punto (a,b), también se dice a veces en el punto (a, b, f(a,b)), cuya

ecuacion es

B af af
2= fa) + 5o(ab) (= a) + 5o (ab)- (v~ b)
Y la recta normal a la superficie en dicho punto tiene por ecuacién vectorial
_ af af
<I7y7 Z) - (aabvf(au b)) +t(%(a7 )78_y<a7 b)7 ]')

Ejemplo: Hallemos el plano tangente de la superficie

z = 3z* — ysenz | en el punto (7, 0)

En este punto la coordenada z vale 372 y como la funcién que define la superficie es

f(z,y) = 32 — ysenx tenemos que
% =6x —ycosx g—g = —senx

Asi la ecuacion de nuestro plano tangente es
z=314+6r-(x—7)+0-(y—0) es decir 2z =31+ 67 (v —7)

Y la recta normal a la superficie en dicho punto tiene por ecuaciones paramétricas

r = w4 6nrt
y =0
2 = 3nt—t

2.3. Derivadas parciales de orden superior

Para una funcién
f:R*"—=R™

11



también puede plantearse la existencia de derivadas parciales segundas, siendo éstas las derivadas

parciales de las derivadas parciales. Denotaremos por

02 f
axz@xj

o abreviadamente Jaiz;

a la derivada parcial segunda de f con respecto (primero) de z; y (después) de z;. Si i = j pondremos

7 s
Ox;0x;  Ox?

De modo andlogo se extiende el concepto para derivadas parciales terceras o de otro orden. También

en el caso de las derivadas terceras, cuartas, etc. pueden utilizarse abreviaturas del tipo

>f Pf >FrPf
O0x;01;0x;  O0x® | 0x;00,01;  0x20x,

2

cuando se deriva mds de una vez con respecto de alguna variable.

Por ejemplo, para una funcién de dos variables las derivadas parciales segundas serfan

Pfl 02f Pf | Pf
022 | 0xzdy | Oyodx | Oy?
FPfl of »’Pf »’Pf Ff »Pf >FPf | Pf
ox3 | 0220y | 0x0yox | dx0y? | Oydx? | Oyoxdy | dy20x | Oy3

y las terceras

Si f es una funcién para la que existen todas las derivadas parciales de orden k£ y son continuas
en un abierto 2 diremos que es de clase C*(Q2,R) o simplemente de clase C* en Q (diremos que f
es de clase O cuando existan las derivadas parciales de todo orden y sean continuas, y de clase C°
cuando la funcién sea continua). De hecho, las funciones usuales y las operaciones que habitualmente
realizamos con ellas son funciones de clase C'*° en todo punto del interior del dominio. Por ejemplo,

asi ocurre con la funcién
f(z,y) = 2 — senflog(2)]
T

en todo punto en que z # 0 e £ > 0.
Surge ahora la cuestién de si se cumplird la igualdad de las derivadas cruzadas

0% f 02 f

ﬁxiaxj N ax](‘?xz

Aunque esto no es cierto siempre en los casos que habitualmente manejaremos si. Pues basta con
que la funcién sea de clase C? para poder asegurar esto.
Ejemplo: Para la funcién

flz,y) =z
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hallemos las derivadas de primer, segundo y tercer orden. Las de primer orden son

fa: — 6x+2y + Ie$+2y — (1 + x>6$+2y fy — 2xez+2y

las de segundo orden son

Jow =€ + (1 4+ 2)e™™ = 2+ 2)e" ™ | fo = fye = 2(1 +2)e*™2V | f,, = dae™2

y las de tercer orden son

Jeaz = (3 + x)exHy Jeay = Jaye = Jyaz = 2(2 + x)exHy Joyy = Fyay = fyya = 4(1+ x)eﬁg‘y Jyyy = 8xe™

Nota: Observemos que hemos utilizado que f es C*° para justificar las igualdades

fxy - fy;cufa:xy - fa:y;c - fyx:mf:cyy - fyaﬁy = fyy:c

2.4. Diferenciabilidad

Para funciones de varias variables no tiene sentido el concepto de derivabilidad, tal y como se veia
para funciones de una variable, por lo que se hace necesario plantear otro que, en el caso de funciones
de una variable, coincida con éste. Dicho concepto es la diferenciabilidad. Para definir este concepto
hay que hallar el limite de cierta funcién de varias variables, construida a partir de la funcién original:
Diremos que una funcién

f:R*"—=R

es diferenciable en zy cuando existe una aplicacién lineal
T:R"—R
de modo que

limf(xo + ) — f(wo) —T() _

=0 ]

donde x = (z1,x9,...,x,)). Cuando esto ocurre la aplicacién lineal T' que cumple esa propiedad se

denomina la diferencial de f en el punto z; y usaremos la notacién
T = df (zo) 6 D f(zo)
De modo andlogo se define el concepto de diferenciabilidad de una funcién vectorial
f:R"—R™

dividiendo por ||z| = /2% + ... + 22 en cada coordenada, y ocurrirfa que la diferencial serfa una
aplicacion lineal
df (zo) : R - R™

y el limite anterior deberfa ser el vector 0 € R™.
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Al igual que la continuidad, los limites, las derivadas parciales y direccionales, el problema de
estudiar la diferenciabilidad para funciones vectoriales se reduce al de funciones reales (m = 1)
Propiedad: Una funcién
f=(f1, o, fn) :R" - R™
es diferenciable en un punto z¢ si y sélo si fi, ..., f, (las funciones coordenadas de f) son

diferenciables en z(. En esta situacion se tiene ademds que

df (xo) = (df1(x0), ..., dfm(20))

es decir, la diferencial se calcula coordenada a coordenada. Ademds, como veremos mas adelante,
esto podra simplificarse gracias a lo que llamaremos matriz jacobiana.

A continuacién ponemos algunas propiedades de la diferencial:
1. La diferencial de una funcién diferenciable en un punto es tnica.

2. Toda funcién diferenciable en un punto es continua en ese punto (por lo que toda funcién

que no sea continua no es diferenciable).
3. (Teorema de la funcién compuesta o Regla de la Cadena) Si
f:R" — R™ es una funcién diferenciable en zq y

g : R™ — RP es diferenciable en f(xg)

entonces la funcién compuesta g o f es diferenciable en 5. Ademas

d(g o f)(x0) = dglf(xo)] o df (o)

Nota: Mas adelante veremos cémo determinar en la préctica la diferencial de la funcién com-

puesta, especialmente con la matriz jacobiana.

4. Las funciones usuales (constantes, polinomios, exponenciales, logaritmos, trigonométricas,
etc.), asi como las que son combinacién de ellas mediante las operaciones bédsicas (suma, resta,
producto, cociente, composicién, etc.) resultan diferenciables en todos los puntos posibles (en

los puntos del interior del dominio).

A continuacién vemos la relacién que hay entre la diferenciabilidad de una funcién y la existencia
de derivadas direccionales (en particular de derivadas parciales):
Propiedad: Si una funcién
f:R"— R™
es diferenciable en un punto z, entonces existe la derivada direccional D, f(z() con val-
or finito para cualquier vector no nulo v = (vq,vs,...,v,) de R". En particular existen las

derivadas parciales de f en 1, con valor finito. Ademads, en esta situacién se tiene que

() Dafleo) = o)) = > g )
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En particular para cada vector e; de la base candnica R" se tiene que

of
o, (z0) = df (w0)(e:)

Nota: Veamos aqui la férmula anterior (*) para el caso de 2 variables:

0 0
D(v, ) f(a,b) = df (a,b)(v1,v2) = a—i(a, b) - v + a—“;;(a, b) - vy
Y para 3 variables:
0 0 0
D\(vy 09,09) f (@, b,¢) = df (a, b, ¢)(v1, v, v3) = 8_];(@’ b,c) vy + a—gjj(a, b,c)- vy + 8—”;(@, b,c) - vs
Ejemplo: Hallemos la diferencial de la funcién
fla,y) = z%e™
en el punto (—1,0).
En primer lugar tenemos que 9 = (22 + x%y)e™ %5 = x3e™
luego L(-1,00=-2| g(-1,00=-1
Entonces df(=1,0) : R* - R
es una aplicacién lineal tal que para cada vector (v, vs) € R? se tiene que
0 0
df (—1,0)(vy,vg) = 8_£(_1’O) vy + a—?];(—l,()) cUy = —2U; — Vg
Ejemplo: Hallemos la diferencial de la funcién
flz,y) = ze
en el punto (—1,2).
En primer lugar tenemos que 9 = (14 222)er+v* g—{} — 2qye” Y’
luego 9 (—1,2) = 3¢ %5(—1,2) = —4¢°
Entonces df(—1,2) : R* = R
es una aplicacién lineal tal que para cada vector (v, vs) € R? se tiene que
0 0
df (—1,2)(vy,vg) = 8_£(_1’ 2) v + 8_§(_1’ 2) - vy = 3eSv; — 4e’vy

Si bien toda funcién diferenciable posee derivadas parciales, hay funciones que poseen derivadas
parciales y sin embargo no son diferenciables, incluso hay casos en los que la funcién no es ni siquiera

continua.
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Corolario: Si alguna de las derivadas parciales o direccionales no existe (o tiene valor infinito)
entonces la funcién no es diferenciable.

Las funciones usuales resultardn ser diferenciables debido a este resultado:

Propiedad: Supongamos que tenemos una funcién f que es de clase C' (es decir, con
derivadas parciales de orden 1 continuas) en xy. Entonces f es diferenciable en x.

En resumen si quisiéramos estudiar la diferenciabilidad lo que debemos hacer por regla
general es:

1) Si a simple vista se ve que f es de un tipo concreto (polinémica, exponencial, trigonométri-
ca, etc. o combinacién de éstas), eso significard que la funcién es de clase C! (es decir tiene derivadas
parciales de primer orden continuas) luego sera diferenciable.

2) Si ya hemos analizado o si se puede ver puede determinar facilmente que la funcién no es
continua, en ese caso no sera diferenciable (si no hemos determinado atin la no continuidad de
la funcioén, este criterio no es aconsejable con cardcter general, pues a veces es mds costosa esta labor
que realizar el andlisis de los criterios que vienen a continuacién).

3) Si no existe (con valor finito) alguna de las derivadas parciales (de primer orden) de

f en zy sabemos ya que f no es diferenciable en z.

2.5. Matriz jacobiana

Sea f una funcién diferenciable en un punto zy. Como ocurre con toda aplicacién lineal podemos
calcular la matriz asociada a la diferencial df (zo) respecto de diversas bases. Concretamente nos

interesamos por la matriz asociada respecto de las bases candnicas:

Propiedad:
Si f=(f1, 0 fn) :R* > R™

es una funcién diferenciable en un punto xy entonces
df (zo) : R - R™

es una aplicacién lineal y tendrfa una matriz asociada respecto de las bases candnicas de R™ y
R™. Esta matriz se llamard matriz jacobiana de f en z, (ya la mostramos a continuacién) y la

denotaremos por

0 0 0

SL(wo) Sh(xo) -+ SL(xo)

0 0 0

(o) gi2(wo) -+ g (wo)
Jf(l'o) =

Ofm Ofm Ofm

F(z0) Gelzo) - 32 (wo)
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o, de modo abreviado (y més sencillo)

If(ao) = ( Ziwo) L) -+ £(w) )

Mediante la matriz jacobiana podemos obtener la imagen de cualquier vector v = (vy,

= up) ER?
a través de la aplicacion lineal df (z¢) mediante la férmula ya conocida para aplicaciones lineales

df (o) (v) = J f(w0) - v

donde estamos poniendo el vector v en columna

A partir de esta férmula obtenemos ésta otra ya conocida

df (xo)(v1, .oy Vp) = g—;l(xg) cvp -

0
.._'_O_'r“];(xo)./un

Ademss cuando la funcién f es real (f : R" — R) la matriz jacobiana suele ponerse en forma

de vector (fila o columna) y se le denomina también vector gradiente de f en xg, denotdndolo
también asf .

Vfwo) = (2L ay), - 2L

0x; " Oy, (20))
Ejemplo: Calcular la matriz jacobiana de la funcién
f:R®—R3 dada por flz,y,2) =

(logley], 22+ y*, ==
Z —
en cualquier punto (z,y, 2) de su dominio

Esta es Jf(%yaz): < a_f(

Tenemos que

r,y,2) F(ry2) %(I,y,?«'))

0, z—y z2—y 0,
55 = (;%727 (zf:p)2> = (i?zu (Z,x)2> _i =

=(0,z, 2L=5)

) z—2)?

1 1
z y
Asi la matriz es Jf(x,y,2) = z 2y
z—y —1
(z—2)2 z—=w 2
Para finalizar vamos a hallar la matriz jacobiana en el punto P = (1, % — 1) (se utilizard en el
Ejemplo 2.7). Sale
1 1 0
JfP)=1 -1 2 1
1 —1
= 32 0

™

Ejemplo: Hallar la matriz jacobiana en el punto )

= (0,%,%) de la funcién
g:R3 — R? dada por g(x1, 29, x3) = (sen[zr1ma], cos[2x3 + 3x2] coszy)
Esta es

J9(@) = ( £@Q £@Q 2Q) donde
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En primer lugar tenemos que

0
99 _ (29 cos[z1x2), — cos[2x3 + 3xo|seny)
8x1
88—;; = (a1 cos[z1x2], —3sen[2x3 + 35 cos 1) g—{i = (0, —2sen[2x3 + 3z cos x1)

luego

21(Q)= (2,0 | 22(Q) = (0,3) | Z(Q) = (0,2)

Asf la matriz es Jg(Q) = Jg(0, il Z) = <

2.6. Operadores diferenciales
Gradiente de un campo escalar

Sea f : R"™ — R una funcién diferenciable (o campo escalar). La matriz jacobiana suele ponerse

en forma de vector (fila o columna) y se le denomina también gradiente de f, denoténdolo también

_(9f of
vi=(Gm )

Entonces, el gradiente de un campo escalar f es un campo vectorial 57 f. También se denota grad(f).

asi .

Ejemplo: Vamos a hallar el gradiente del campo escalar

3

_r =Yy
f<x7y)_y2_’_1

Entonces se tiene que
322 y? —1—2ya®

Y241 Y

V() = ( )

Divergencia de un campo vectorial

La divergencia de un campo vectorial

F:R" - R"?
con componentes
F=(f,.. ,F)
se define como aF OF
divF = =1 + .. n
v 61‘1 + + 8xn

Entonces, la divergencia de un campo vectorial [’ es un campo escalar div F.

Ejemplo: Vamos a hallar la divergencia del campo vectorial
F(z,y,z) = (e"seny, e* cosy, z)
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Entonces se tiene que

div F(z,y,2) = (%(e””seny) + %(ez cosy) + %(2) =e"seny — eseny +1=1

La divergencia también se suele denotar también por
v-F

Rotacional de un campo vectorial en el espacio

El rotacional de un campo vectorial

F:R S R3

se define como
rotF : R? — R3

dado por

i 8F1 3F3 — 8F2 (9F1 -
‘ + or Oy )k

_ OF; 0F, OF, 0Fs; 0F, O0F,, ,0F; OF,
th(m’y’Z)_(ﬁy_az’ 0z oz’ 8x_8y>_(8y az) Z+(8z ax) J

Entonces, el rotacional de un campo vectorial F' es un campo vectorial rot F’.Se suele denotar también

por
v X F

Nota: Si usamos la notacién 7 = (%, 6%, %) serfa como si hiciésemos el producto vectorial

i gk

0 90 9 8 9 0
VXF:(%?@7$)X(F1,F2,F3)= %% 95 s
F1 Fy F3

Ejemplo: Vamos a hallar el rotacional del campo vectorial

F(z,y,2) = (2%, 3y, zy%)

Entonces se tiene que

ik
rotF(x,y,z) = 8% a% % = (2zy,2z — 9, 0)
2 3y xy2
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2.7. El Teorema de la funcién compuesta (la Regla de la cadena)

Recordemos la regla de la cadena para funciones diferenciables:
Si f:R" — R™ es diferenciable en z;, y g : R™ — R? es diferenciable en f(z,) entonces

la funcién compuesta g o f es diferenciable en zy. Ademds

d(g o f)(xo) = dg[f(xo)] o df (o)

Esta formula dada sobre las diferenciales (que son aplicaciones lineales) puede expresarse en
términos de sus matrices jacobianas (que son las matrices asociadas respecto de las bases canénicas)
dandonos la siguiente versién matricial de la regla de la cadena (la cual nos dice que la matriz
jacobiana de la composicién es el producto de las matrices jacobianas):

Si f es una funcién diferenciable en xy y g es una funcién diferenciable en f(zg) entonces

J(go f)(xo) = Jglf (xo)] - J f (o)

Ejemplo: Con las notaciones de los dos tltimos ejercicios hallemos la matriz jacobiana y las

derivadas parciales de la composicién g o f en el punto P = (1,1, 3 — 1).

Tengamos en cuenta que f(P) = f(1, l,g —1) = (0, g, %) =Q y que
RS L RS % R? y por tanto se puede realizar la composicién gof:R*—=R?
Entonces se cumple que  J(go f)(P) = Jg(Q) - Jf(P) =
1 1 0 z z 0
s 3 3
1 2 2
%_2 —§1_2 0 7T—3—|-@ 6—%_2 3

Luego las derivadas parciales son:
8 o P e
(gof)( ):(§7W_3+ﬁ)

ox
o(gof)(P) _ (=x 2
oy =(5,6-15)
d(gof)(P
(ng( ):(073)

En este ejemplo se podria realizar el célculo directo de la composicién g o f para luego derivar,
pues se conoce la expresion de ambas funciones. De todos modos, ya que tenfamos anteriormente

calculadas las matrices jacobianas resulta més productivo utilizarlas.

Lo que hemos calculado en este tltimo ejercicio va a ser analizado, en términos de las derivadas
parciales, a continuacion
Vamos a ver cémo calcular las derivadas parciales de una composicién de funciones de
la forma
R" L R 5 RF
a partir de las derivadas parciales de f y de g. Denotemos por = = (1, ...,x,) a las variables de R",

Uy, ..., Uy, & las variables de R™ y f1, ..., f,, a las funciones coordenadas de f (de hecho en la férmula
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que vamos a ver pondremos igualmente f; que u;). Entonces a la hora de hallar la derivada parcial
con respecto a x; de la funcién g o f se tiene que

d(gof) 09 Oui 09 Ouy dg  Oup,
or;  Ouy O + Oouy  Ox; Tt ou,, Ox;

Nota: En la férmula anterior hacemos la identificacion u; = f;.
Ejemplo: Supongamos que tenemos funciones R? LR 4 R y que queremos derivar la com-
posicién en los puntos del dominio. Denominemos a estos puntos de forma genérica por (z,y) y a los

del dominio de f por (uq,us, uz). Ademds usaremos la notacién f = (f1, f2, f3) para las funciones
coordenadas de f. Entonces

dgof dg of 99 of dg of
90D 0 0) = 2w 0) - ) + (T L) + () - )
dNgof dg of 99 af 9g af
92D (0 = o) T ) + 5L () T (o) + 5 () T (o)
Ejemplo:
Dadas funciones R? 4, R® % R2 con  g(u,v,w) = (wu?e’,vcosw)
y dado P € R? tal que f(P) = (—1,0, g) y de modo que 9(P)=(1,-2,0) | Z(P) = (2,-3,1)
hallemos las derivadas parciales de la composicién g o f en el punto P.
Si utilizamos las matrices jacobianas
como % = (2wue”,0) % = (wu?e’, cosw) g—i = (u?e’, —vsenw) y

TE(P)=1] B(P)= 2] B(P)=0] L(P)=2]| L(P) = 3] E(P) =1

se tiene pues que

dy Ay Oy
9 9 9 2wue’ wule®  u?e?
To(wvw) = (Ewow) Fwow) Fwow) )= 0 T "
luego
- T 1
Jg<f<P>>=J9<—1,o,2>=< " O)
%Py (P) o
y que Jf(P) = , . =| -2 -3 y por tanto
w(p) (P 0

(20(p) 2= (p) ) = J(gof)(P) = Jg(f(P))-TF(P) = ( -

o
[es I E
~_—
|
[N
|
w N
I
N
|
)
o 3
|
o ©F
~



Entonces concluimos que %(P) es la primera columna y a(g—zf)(P) la segunda.
Si utilizamos las derivadas parciales directamente tenemos que
000 ) 98 o P 9o D 4 0 oy )
220 (py = 99 ppy) - Aiipy 4 D gipy) - P2y 1+ 22 gy P =
= (=7,0) - 14 (5,0) - (=2) + (1,0) - 0 = (=27,0) y
09o1) py_ 99 Ohipy % O py, 99 Ofs py
R0 2D (P = P - Gy + L) - G+ L) - FEp) -
= (-m.0)-2+(5,0)- (=3) + (1,0)- 1= (~2,0)

En este ejemplo no ha lugar el cédlculo directo de la composicién g o f para luego derivar, pues

aunque se conoce la expresiéon de g no se conoce la de f.

2.8. Cambios de coordenadas

Aqui vamos a tratar situaciones dentro de las cudles estd el cambio a coordenadas polares, pero
pueden aparecernos cambios tanto de 2 como de més variables. Asi partiremos originalmente de unas
variables (1, ..., z,) € R™ para expresarlas en funcién de otras (uy, ..., u,) mediante alguna relacién.
Entonces nos interesaremos por la matriz jacobiana del cambio. Si denominamos ® : R” — R” a la

aplicacién que define dicho cambio, en el sentido

(1, ooy @) = P(Uy ooy Up).

Esto es asi porque si tenemos ahora una funcién
g:R*"— R™

que depende de las variables o coordenadas (z1, ..., z,, ), una expresién que dependa de ¢ y de algunas
de sus derivadas parciales respecto de las variables (x1, ..., x,) podemos representarla en funcién de
la composicién de go ® = G y algunas de sus derivadas parciales respecto de las variables (ug, ..., u,)

sin méas que realizar el cambio de coordenadas. Aplicaremos para ello la férmula

09 ~—~0G Ou,

J=1

Igual que para la derivaciéon compuesta (de hecho es un caso particular) se puede dar la férmula
matricial con el jacobiano del cambio de coordenadas; incluso esto nos servird para, mediante el
jacobiano inverso, hallar las derivadas parciales del cambio inverso, conocidas las del cambio inicial;

la féormula anterior seria

Jg(x) = J(Go®7)(x) = JG(®™ (x)) - JO(2)
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para cada punto x = (z1, ...x,), es decir

up  Qur . Owr
oz Oz 0zn,
Qug  Quz  Oup
Ox1 Oxa Oxn
B9 089 .. B9 \_—|( 9G o9G .. . 9G ).
o1 Ox2 Oxn oul Ous Oun
Our  Qun . Oup
arbl 812 8$n

Si aparece alguna derivada parcial de orden superior se vuelve a aplicar reiteradamente la férmula
anterior.

Nota: En ocasiones, por abuso del lenguaje, y para simplificar, haremos la asociacién g ~ G,
identificando ambas funciones.

Veamos en primer lugar algunos cambios de coordenadas usualmente empleados. Comenzaremos
por el cambio a polares que ya conocemos:

Ejemplos de cambios:

a) Coordenadas polares en R? :

xr = pcosh

y = psend
b) Coordenadas cilindricas en R3:

xr = pcosb

y = psent

z = z
c) Coordenadas esféricas en R3:

xr = pcosfseno

y = psenfsene
Z = pcoso

Ejemplo: Supongamos que tenemos una funcién
g:R* >R

que depende de las variables x e y. Mediante el cambio a coordenadas polares x = pcosf,y = psent
en el cuadrante x,y > 0 (despejando obtendriamos el cambio inverso que serfa p = /22 + 42,0 =

arctan £) vamos a transformar la expresion



es decir, pasaremos estar expresion a coordenadas polares.

Como % = gi gﬁ + gg% y % = gi g% - gg gz hacemos los cédlculos y
gi cos ‘95’ = —psend gi = senf 8y = pcosf % = gf) cosf — gg Se;w g—i = @senQ + gg Coje
dg dg dg 0g senf dg 0g cos 0
Luego tenemos que  x—— + = pcosf(==cosf — —= senf(==senf +
g q 9 Y, =7 (5 a9[))p (ap aep)
0 0 0
= p(cos® O + sen29)6—i + (cos #sen — senf cos 6) a‘g (9_/9)
Recapitulando quedarfa asi:
229 99 _ 09
ar Yoy~ Pop
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