1.1. Primitivas inmediatas

Solo sabiendo derivar podemos conocer la primitiva de una amplia
variedad de funciones, el conocimiento de dichas primitivas (elemen-
tales) junto con algunas técnicas seran suficientes para poder calcular

primitivas de una amplia variedad de funciones.

[ —

. Ja” da:zlgga+[(, a>0,a#1,1=(—00,+0),

2. [etde=e"4+ K, I=(—00,+00)

Pt
r+1 + K’

3.f:137“da:‘:

r#—1,1=(0,400),
4. [a~tde =logz + K, I =(0,+00),
5. [senx do = —cosz + K, I = (—o00,+00),

6. [cosx dx =senz + K, I = (—00,+00),

7. [ \/11_7 dr = arcsen v+ K = §—arccosr+ K, I=(-1,41),

8. frlxg dz = arctanz + K, I = (—00,+00),

9. [(1+tan*z) de = [sec?z dr =tanz + K, [ =(—

b3
B

),

)

10. [ cosec’ x do = —cotan = + K, I =(0,m),

A continuacion se relacionan algunas propiedades ttiles para calcular
primitivas de otras funciones partiendo de las anteriores.
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1.2. Utilizar la regla de la cadena para
las primitivas

Proposicion. Sean f y g funciones deriwables definidas en el in-

tervalo (a,b). Entonces se verifica la formula:

/f r)dr = fog(x)+ K.

Esta proposicion permite ampliar la relacion de primitivas dadas
anteriormente. En efecto, para cualquier funcién derivable f se tienen

las siguientes primitivas:

. [a/@f(z) do =14 1oga 'L K, a>0,a#1,
2. [el@f(z) de =/ 4+ K,

3. [ flay fle) de = {92 4 |, -1,
4 [ flx)7 f(z) dz =log f(z) +

5. [sen f(z)f(x) dz = —cos f(z) + K,

6. [ cos f(z)f'(x) dw = sen f(z) +

7. fmf’(aj) dr = arcsen f(z) + K = § — arccos f(x) + K,

8. fmf’(az) dax = arctan f(x) + K,

9. [(1+tan® f(z))f'(z) dz = [sec™? f(x) dz = tan f(z) + K,
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10. [ f'(x) cosec? f(x) do = —cotan f(z) + K,

Ejemplo. La integral de la funcion tangente se encuentra en la

situacion de la proposicion anterior. En efecto:

/tana: dx = —log |cos x| en todo intervalo tal que cosx # 0.



1.3. Integracion de sumas y por partes

Proposicién. Dadas funciones f,g : (a,b) — R y un nimero real

A, se verifica:
= [(f(2) +9(x)) dz = [ f(z) dz + [ g(z) dz,
s [Nf(z)de =\ [ f(z) da.

Ejemplo (Integracién de polinomios).

CL’2 CL’3 ij+1
2 p
/(a0+a1x+a2x +...ap2?) do = apr+a1——+as—+. . . q,

K.
2 3 p+1Jr

Proposicion (Regla de derivacién por partes). Dadas fun-

ciones f, g : (a,b) — R derivables, se verifica:

/ f(2)gd (z) dz = f(2)g(z) — / () d.



Ejemplo.

[sen?z dz = [senz(—cosz) dz = —senxcos z+ [ (senx) cosz dz =
—senxcos T + [ cos 2z du,

de donde:

[sen?z dz = —senxcosz + [(1 — sen?z) du.

Por lo tanto:

2 [sen?x do = —senzcosx + 1 y

2 2

9 Sen rcosxT T
sen“rde = ——— + —.

Ejercicio.

Obtener una férmula de recurrencia para calcular la primitiva [ m dx.



2. Integracion por cambio de variable

Supongamos que queremos encontrar la primitiva de una funcion
f:(a,b) = R, [ f(x) dz. En este apartado se trata de ver c¢6mo
simplificar dicho calculo a través de un cambio de variable. Supongamos

que t(x) denota una funcién invertible y derivable y calculemos su

dt

derivada -¢- = t'(z), que formalmente podemos escribir como dt =

t'(z) dz.
A través de unos calculos justificativos que el alumno puede seguir
en el Libro de J. A. Fernandez Vina (Analisis matematico, tomo 1,

pagina 254) se puede obtener la igualdad:

[ swyaa = [ g

donde en el segundo miembro de la igualdad una ver hecha la primitiva

hay que substituir ¢ por #(x).



Ejemplo. Vamos a calcular mediante un cambio de variable la
primitiva [ m dx, consideraremos el cambio t = /.

Efectuando el cambio, tendremos:

| = f i e

2
/ 150 dt = 2arctant = 2 arctan /.




3. Primitivas de fracciones racionales

El método para calcular primitivas de fracciones racionales se basa
en la descomposicion de una fraccion racional en fracciones simples.
Recordemos que una fraccion racional en la variable x no es mas que
un cociente de polinomios en la variable x. En cambio, una fraccion
ractonal simple o una fraccion simple es una fraccion racional de una

de las dos formas siguientes:

1. una fraccién racional cuyo numerador es una constante y cuyo

denominador es un polinomio de grado 1,

2. una fraccion racional cuyo numerador es un polinomio de grado 1

y cuyo denominador es un polinomio de grado 2 sin raices reales.

Teorema. Toda fraccion racional F(x) = ggg se descompone co-
mo.
(&3] Qm
Ak Ak
F(r) —
(#) = 1)+ ++; E—

donde los a; son las raices de Q(x) =0 y «; son las multiplicida-
des. Finalmente los A; son numeros reales determinados y r(x) un

polinomao.



Teorema. Toda fraccion racional F(x) = gg% se descompone co-
mo.
ap Al am
F(:p)zr(x)+;($_al ++Zx_an +

b ‘x+ C}
; {lz — (b1 + Cli)][ﬂf — (b — c1g)[}F

donde los a; son las raices reales de Q(x) = 0 y «; son las mul-
tiplictdades de dichas raices, los bj + c;i son las raices complejas
de Q(z) = 0 y B; son las multiplicidades de dichas raices. Final-

mente los A;, B; y C; son nimeros reales determinados y r(x) un

polinomao.

Apoyandose en el teorema anterior se puede deducir un método pa-

ra hacer primitivas de fracciones racionales. El método consistira en
obtener la descomposicion anterior y calcular primitivas sumando a

sumando.
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4. Primitivas de expresiones que con-

axr+b
cxr+d

tienen

Sea F' una fraccion racional del tipo:

7 axr +b % axr + b %2 ar +b Tg_:
"Nex +d "Nex +d 7 \Nex+d ’

de forma que n es el minimo comun multiplo de los niimeros ny, na, . .., Ny.

Entonces el cambio de variable

_aaH—b

t" = ,
cr +d

transforma la primitiva [ F' dz en la primitiva de una fraccién racional

en la variable t¢.
Ejercicio.

Resolver las primitivas':

L[ ﬁ}r% dux,

1

3 [ (=)' qg.

(1+x)2 \1+z

ndicacién: los cambios necesarios seran tomar t igual a /z, /1 —x y ’/ﬁ_i'

11



5. Las funciones hiperbdlicas

Recordamos que las funciones seno y coseno se introducen utilizando
la funcion exponencial compleja de la forma que sigue:

el 4 e et _ T
COSX¥ = ————— sen’t = ———
2 2

Si en vez de considerar la exponencial compleja consideramos la ex-
ponencial real obtendremos las funciones coseno y seno hiperbolicos
definidas concretamente como siguen:

Chx:i th:i)
2 2

es facil ver que ambas funciones son continuas y estan definidas so-
bre todo R. Ademas, la funcién coseno hiperbdlico es siempre mayor
que cero ya que la exponencial siempre es mayor que cero. Por lo tan-
to podemos dividir la funcién seno hiperbolico por la funcién coseno

hiperbolico y obtenemos la funcion tangente hiperbodlica, continua y

definida sobre todo R:

Sh z
The = 2
YT Cha

A partir de estas definiciones se pueden obtener sin dificultad las
propiedades basicas de las funciones hiperbdlicas, propiedades analogas

(que no iguales) a las de las funciones trigonométricas:
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Teorema.

Ch(—z)=Chuz
Sh(—z) = —Shz
Th(—x) = —Th (z)
Ch?r —Sh*r =1

1
2
Ch(z +vy) = ChaChy + ShaShy

Ch (2z) = Ch?z 4 Sh*x

Ch(x —y) = ChzChy — ShaShy
Sh (x +y) = ShzChy + ChaShy
Sh (2z) = 2ShzCh x

Sh(z —y) = ShaChy — ChaShy

Thx +Thy

Th _
@+ Y) = T T aThy
Thx — Thy

Th(z — ) =
=Y = T aThy

cos (—x) = cosx

sen (—x) = —senx
tan(—x) = —tanx
cos?z +sen’w =1
9 1
Il +tan"s = —
cos 2T

cos (x + y) = cos xcosy — sen xrsen y

cos (2r) = cos*x — sen *x

(
(
cos (z — y) = cos xcos Yy + sen xsen y
sen (z + y) = sen Lcos Yy + cos xsen y
sen (2x) = 2sen xcos x
sen (T — y) = sen xcosy — Cos rseny
tanx — tany
tan(x —y) =
I+ tanxtany
t t
tan(z + y) _ tanz + tany

I —tanz tany

Ademas de estas propiedades que dependen tnicamente de la de-

finicién de las funciones hiperbdlicas, por la propia definicion estas

funciones son derivables, viniendo recogidas sus propiedades en lo que

sigue:
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€

/ x —z
Sh'z = —) S N

/ o —T
Ch’az—( ) ~ 5% gy,

- (th)’ ChzChz — ShaSh x 1
r = — _

T _ o
2

e’ +e "
2

Chz Ch 2z ~ Ch2g’

Resumiendo:

Sh’z = Chz, Ch’z =Shuz, Th’x:Cthx.

Ahora que conocemos las derivadas de las funciones hiperbdlicas se
puede ver facilmente que Sh’x y Th'z son nimeros reales estrictamente
mayores que cero, luego ambas funciones son estrictamente crecientes
y por lo tanto aplicaciones inyectivas. Estudiando los limites cuando
x tiende a =00 conoceremos entre qué intervalos ambas funciones son

biyectivas.

Observacion.

lim Shx = +o00, lim Shx = —oo,

T——+00 T——00

lim Thx =1, lim Thx = —1.

r——400 T——00
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(1)

a0

z0

Figura 1: Funcion seno hiperbdlico

Teorema. Las funciones:

Sh: R — R Th: R — (—1,1)
Y
xr — Shx r — Thx

son biyectivas.

Sin embargo, la funcién coseno hiperbdlico no es una aplicacion bi-
yectiva cuando la consideramos definida sobre todo R, es mas, mediante
el uso de las derivadas de la funcion Ch se puede ver que dicha funcion

tiene un minimo en x = 0.

5.1. Los argumentos hiperbdlicos de las
funciones hiperbdlicas

Hemos visto ya que las funciones seno y tangente hiperbodlicas son in-

vertibles, con lo cual nos podemos plantear la busqueda de sus funciones
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a0

20

Z0

10

Figura 2: Funcién coseno hiperbdlico

-15 -1a -5 5 10 15

Figura 3: Funcién tangente hiperbélica
inversas, éstas funciones se llamaran argumento del seno hiperbdlico
y argumento de la tangente hiperbolica.
Aunque la funcién coseno hiperbdlico no sea una biyeccion, si la con-
sideramos definida solo sobre la semirrecta positiva o negativa, si que
es un biyeccion y tiene sentido buscar el argumento del coseno hi-

perbolico.

Argumento del seno hiperbodlico
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Partiendo de la igualdad y = Sh x, encontrar el argumento del seno
hiperbolico se trata de despejar x en funcion de y. Para ello seguimos

los siguientes pasos:

th:y;»%

Xz

=y=c —ec ' =2.
Ahora hacemos el cambio de variable z = e*, de donde % =e

1
Shex=e"—e " =2y=2—-=2y=>2"-2yz—1=0 (2)

Z
VP d
- =y
2

= z 1+ 2.

Ahora hay que observar que el signo menos anterior no tiene sentido
ya que para €l, z seria negativo, sin embargo z debe ser positivo por

ser igual a e*. Entonces:

ArgSh y =log(y + v/y? + 1).

Argumento del coseno hiperbodlico

Partiendo ahora de la igualdad y = Chx, encontrar el argumento
del coseno hiperbélico se trata de despejar x en funcion de y. Para ello

procedemos como antes:

Cho=y=



Ahora hacemos el cambio de variable z = e*, de donde % =e "

1
Chz=e"4+e " =2y=2+-—=2y=2"-2yz+1=0  (3)
2

2u + \/4y? — 4
J 2y =y £t y?— L

=z =

En este caso el signo menos si tiene sentido porque no hace que z

sea negativo. Entonces:

ArgCh y = log(y + v/y?> — 1).

Argumento de la tangente hiperbolica

Observemos para empezar que la tangente hiperbolica solo estara de-
finida en el intervalo (—1, 1), ya que la tangente hiperbdlica sélo toma
valores en dicho intervalo. Partimos de la igualdad y = Th x y hacemos

en los calculo que siguen el cambio de variable z = e”:

el —e * 1 1 22—1 2241
The=y=————=y=>z-—=(E+Jy= = Y

er* +e?* Z Z Z

1+ 1+
:>(y—1)z2:—1—y:>z——y:>a:—log -y
l—y l—y

Por lo tanto:
1+y

ArgTh y = log .
-y

18



5.2. Las derivadas de las funciones hi-

perbdlicas y sus analogas trigonométri-

cas

Sh'z = Chux,
Ch'z = Shz,

1
Th'z = —
! Ch2e’
ArgSh'y = ——,
° V14 a2

1
ArgCh 'z = :
+va?—1

1
ArgTh'z = ——
1gTh 'z = —j,

SCIN /3] = COST

cos'r = —sen x

1
tan’ x = ——
cos 2
1

++/1 — 22
1

++v/1 — 22
1

1+ 22

arcsen’x =

arc cos’ x =

arctan’ x =

(4)

6. Primitivas de expresiones que con-

tienen cosr y senx

En esta seccion vamos a analizar como obtener primitivas del estilo

[ f(cosz,senx) dx, donde f es una fraccion racional y el intervalo

donde queremos calcular la primitiva serda (—m, 7).



6.1. EIl cambio de variable xr = 2arctant

El cambio de variable x = 2arctant, es decir, ¢ = tang, pone en
correspondencia el intervalo (—m, ) con toda la recta real. Al realizar
este cambio sera de utilidad tener en cuenta las relaciones trigonométri-

cas usuales que dan las siguientes igualdades:

1 — t2 ot
, senxr = .
1+¢2 1+¢2

(5)

Al realizar este cambio de variable y tener en cuenta las relacio-
nes anteriores convertiremos la primitiva inicial en la de una fraccion

racional en la variable ¢:

1 — ¢ 2
dt.
/f1+t2’1+t2)1+t2

Aunque este cambio nos asegura el éxito en la resolucion de primi-

tivas, otros pueden conllevar una resolucion mas simple. Veamoslo.

6.2. El cambio t =senzx

Si la fraccion racional f(senz,cosz) es del estilo fi(senx)cosx en-
tonces el cambio de variable ¢ = sen x nos lleva a una resoluciéon mas

sencilla. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir
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f(senz, cos ) por cos x nos quedan sélo potencias pares de cos x, pues

2 2

basta poner cos“x = 1 — sen “x.

6.3. EIl cambio ¢t = cosx

Si la fraccion racional f(senz,cosz) es del estilo fi(cosx)senx en-
tonces el cambio de variable ¢ = cosx nos lleva a una resolucion mas
sencilla que utilizando el primer cambio de la tangente del angulo mi-
tad. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir

f(sen z, cos z) por sen x nos quedan sélo potencias pares de sen x, pues

2 2

basta poner sen“x = 1 — cos “x.

6.4. El cambio ¢t =tanzx

En el caso en el que la fraccion racional f(senz,cosx) sea del es-
tilo fi(tanx) entonces se hace el cambio tanxz = t y la primitiva

[ fi(tanz) dz queda como

fi(tan x)
1+ tan’x

(1 +tan’z) do = / 1]1(?2 dt.

Estaremos en este caso si al sustituir senx por cosxtanz en la

expresion f(sen x, cos ) nos quedan solo cosenos elevados a exponentes

2. 1
pares, pues basta poner entonces cos“x = TtanZ s
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6.5. Casos particulares

Un caso interesante de las primitivas de funciones trigonométricas

son las de la forma

/ cos "xsen"x d,

donde los exponentes m y n son naturales. Utilizando las férmulas
de trigonometria puede expresarse cos”x como una suma en la que
intervienen cosenos multiplos de x, y sen 2 como una suma en la que
intervienen cosenos y senos multiplos de x. Al efectuar la multiplicacion
de dichas sumas apareceran productos de la forma sen (ax)cos (Gz) y
productos de la forma cos (aux)sen ((x). Para calcular las integrales de

estos productos se descomponen en sumas utilizando las férmulas:

2sen (aux)cos (Bx) = sen [(a + B)z] + sen [(a — B)x] (6)
2cos (ax)cos (fz) = cos[(a + B)z] + cos [(a — §)z] (7)

Por otro lado, otra situacion interesante es aquella en la que dispone-

mos de una fraccién racional en las variables cos (r12), cos (r2x), . . ., cos (1,x),
sen (s1x),sen (sox), . . ., sen (sp,,x), siendo los numeros 71,79, ..., 7,
S1, 89, ..., Sy son racionales. Tomemos el minimo comun multiplo de

los denominadores de dichos nimeros, p, y hagamos el cambio = = pt.

Con lo que obtendremos una primitiva donde intervienen cosenos y
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senos multiplos enteros de ¢. Finalmente, cada una de las funciones
anteriores se puede expresar como un polinomio de cost y sent, con lo

que hemos pasado al primer caso de este apartado.
Ejercicio.

Resuelve:

1 [ 5+4iosx dx usando el cambio tan(x/2) = t,

f 1+cos 2z

da usando el cambio senx = t,
cosx(1+sen 2x)

3. f 1sen “v dx usando el cambio tanx = t¢.

7. Primitivas de expresiones que con-

tienen Vaz2 + 2bx + ¢

En esta seccién se estudian las primitivas del estilo [ f(z, vaz? + 2bx + c) d,
donde f es una fraccion racional y a, b y ¢ son niimeros reales con a =# 0.

En estas primitivas siempre hay que tener en cuenta la identidad:

5 ( b)2 ac — b?
ax"+br+c=alz+-| + :
a

a

lo cual sugiere hacer el cambio de variable t = x4 b/a transformandose

la primitiva de partida en:
/ F(t—bja, Va7 d) dt.
2
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En el caso que d sea cero, a debe ser positivo y la primitiva toma la
forma [ f(t — b/a,/at) dt, que no plantea dificultades. Por lo tanto
consideraremos que estamos en el caso d # 0 y veremos la forma de

proceder distinguiendo tres casos.

1. d < 0ya > 0. Eneste caso hacemos el cambio de variable /=5t =

1 y obtenemos la nueva primitiva

/f\Fu——FWdu—/fl VAE 1) du,

donde f; es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio u = Cho.

2. d>0ya > 0.En este caso hacemos el cambio de variable | / — =

1 y obtenemos la nueva primitiva

/f\/:u——fm du-/fz V1—u?) du,

donde fy es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio © = sen v.

3.d>0ya>0.En este ultimo caso se hace el cambio \/gt =uy

obtenemos la nueva primitiva
d b
/f(\/iu — — VdVu2+1) du= /fl(u, vVu? +1) du,
a a

donde f; es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve

facilmente haciendo el cambio ©w = Shv.
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