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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales ordinarias

1.1 Aspectos generales

Una ecuacién diferencial es una relacién entre una funcién incégnita u de una variable x € RY, un
nimero finito de derivadas parciales de u, y la propia variable x, que ha de cumplirse idénticamente en
cada punto de un abierto D C RV,

Ejemplo 1.1. La ecuacién de Poisson

3%u(x) 4 0%u(x) 4 3%u(x) B

a2 T a2 Tz PN x=ky).

donde p (que en electrostética representa la densidad de carga) es una funcién conocida.

e En una ecuacién diferencial, tanto ¥ como sus derivadas parciales deben evaluarse en el mismo
punto. Por ejemplo,
du(x,
ox

no es una ecuacion diferencial.

Una ecuacidn diferencial donde la variable independiente x tiene varias componentes, es decir, donde x =
(x1,...,x§y)con N > 1, se dice que es una ecuacion en derivadas parciales (EDP). En cambio, si N =
1 la ecuacién diferencial se dice que es ordinaria. En esta asignatura nos centraremos principalmente en
las ecuaciones diferenciales ordinarias, que definiremos mas formalmente a continuacion.

Definicion 1.2. Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden 7 es una ecuacién de la forma

F(x,y.9',....y™) =0/, (1.1)

donde F esta definida en un abierto U C R" 12y 3;’){;)

u : R — R derivable n veces en un intervalo abierto D C R tal que

# 0 en U. Una solucion de (1.1) es una funcién

F(x,u(x),w' (x),...,u™(x)) =0, Vx e D|. (1.2)

e La condicién % # 0 en U se impone para que la ecuacion sea verdaderamente de orden 7.
Cuando sea posible despejar explicitamente la derivada de mayor orden de la ecuacién (1.1), es
decir, si podemos reescribirla como

y(”) = f(x,y,y/,...,y("_l)) , (1.3)

diremos que la ecuacién esta en forma normal.
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2 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 1.3. La ecuacién
y'=—-ky, k>0, (1.4)

aparece al estudiar la desintegracién de un material radioactivo, donde y representa la masa del material
y x el tiempo.

Solucion: nétese que y = 0 es solucién de (1.4), mientras que si y # 0 se tiene

/ /
y'(x) =—k = /y(x)dx=—k/dx = logly|=—kx+c¢ = |y|=ece_kx
y(x) y(x)

= y= +ele kX

siendo ¢ una constante arbitraria. Por tanto, cualquier solucién de la ecuacién (1.4) es de la forma
—k
y = yoe T, (1.5)

donde yg es una constante arbitraria (en particular, si yo = 0 se obtiene la solucién y = 0). Se dice que
la expresion (1.5) es la soluciéon general de la ecuacion (1.4).

e Notese que la solucion general (1.5) de la ecuacion (1.4) depende de una constante arbitraria. La
solucién general de una ecuacién de orden n contiene n constantes arbitrarias.

1.2 Métodos elementales de integracion

En esta seccién nos restringiremos al caso mds sencillo de las ecuaciones de primer orden. Supondremos
ademads que la ecuacién puede escribirse en forma normal

¥ =@y, 16

Veremos a continuacién distintos métodos elementales de integraciéon que permiten resolver a algunos
casos particulares importantes de la ecuacién (1.6).

121 y' = f(x)

Si suponemos que f es continua en un intervalo abierto D, la ecuacion se resuelve simplemente inte-
grando ambos miembros a partir de un punto cualquiera xog € D:

c = y(xp). (L.7)

y:/xf(t)dz-l—c

Utilizando la notacién de integral indefinida, a menudo escribiremos la solucién como

X
y=/ f@)dt +c, o incluso como y:/f(x)dx—l-c.
De la expresion (1.7) se sigue que el problema de valores iniciales

y'=fx),  y(xo0)=yo

X
tiene la solucion iinica y = / f(@)dt + yo.

X0



Métodos elementales de integracion 3

1.2.2 [Ecuaciones de variables separadas

Son ecuaciones de la forma

f(x)
yh===], (1.8)
gy)
donde f, g son continuas en sendos intervalos abiertos U, V, con g(y) % O paratodo y € V.
Solucion: Si y(x) es solucion de la ecuacién (1.8), entonces
X X
@@ =r0 = [ ghe)©a=[ fou
X0 X0
y(x) x
- / gt)dt = / f(s)ds
1=y(s)  Jy(xo) x0
Por tanto, cualquier solucién de (1.8) satisface la ecuacién implicita
/g(y)dy =/f(x)dx—|—c , (1.9)

donde ¢ es una constante arbitraria. Reciprocamente, derivando (1.9) respecto de x tomando a y como
funcién de x, concluimos que cualquier funcién y(x) que satisfaga la relacién (1.9) es solucion de la
ecuacién (1.8). Por tanto (1.9) es la solucién general de (1.8).

La solucién general (1.9) de la ecuacidn (1.8) esta dada en la forma implicita

p(x.y)=c.  donde ¢<x,y)=/g<y>dy—/f(x)dx. (1.10)

La relacion ¢ (x, y) = ¢ define implicitamente una familia uniparamétrica de curvas en el plano, co-
rrespondiendo cada curva a un valor fijo de ¢ (si bien puede haber varias ramas con un mismo valor
de ¢). Estas curvas se denominan curvas integrales de la ecuacién (1.8). Por lo que acabamos de ver,
una funcién y(x) es solucion de (1.8) si y sélo si su grafica estd contenida en una curva integral de la
ecuacion.

La funcién ¢ dada por (1.10) es de clase C1(U x V) (ya que g—f = —f(x)y g—"yb = g(y) son

continuas por hipétesis en U y V, respectivamente), y ademads g—i no se anula en ningtin puntode U x V.

Dado un punto (xg, yo) de U x V, 1a curva integral de (1.8) que pasa por dicho punto se obtiene tomando
¢ = ¢(x9,y0) en (1.10). Por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno de (xg, yo) donde
la relacion (1.10) define una #nica funcién derivable y(x) tal que

i) y(xo) =yo,
i1) ¢(x, y(x)) = ¢(x0, Y0), Vx edomy.

En dicho entorno, la curva integral que pasa por (xg, yo) es por tanto la grafica de una solucién y(x). Di-
cha funcidn y es localmente (es decir, en un entorno del punto (xg, yo)) la Gnica solucién de la ecuacién
diferencial (1.8) que satisface la condicion inicial y(xg) = yo. En otras palabras, el problema de valores
iniciales asociado a la ecuacién (1.8) posee solucion iinica local si los datos iniciales (xg, yo) pertenecen
aUxV.

e El que la solucién general de la ecuacion de variables separadas (1.8) se exprese mediante una
relacién implicita (cf. (1.10)) no es una propiedad caracteristica de este tipo de ecuaciones. De
hecho, a lo largo de esta seccidén veremos que en muchas ocasiones la solucién general de la
ecuacion de primer orden (1.6) también se expresa mediante una relacién implicita. En general no
serd posible despejar de ella y como funcién explicita de x, si bien normalmente el teorema de la
funcién implicita garantizard la existencia local de dicha funcién.



4 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuacion de variables separadas
yo=——. (1.11)

En nuestra notacién, f(x) = —x, g(y) = y, U = R,yobien V = Rt o bien V = R™, pero
no V = R, ya que la funcién g se anula cuando y = 0. Procediendo como antes (o bien utilizando
directamente la férmula (1.9)), se obtiene la solucién general de (1.11):

x24+y?=c, c>0. (1.12)

Por tanto en este caso las curvas integrales son circunferencias de radio /¢ > 0 centradas en el origen
(ver Fig. 1.1). En particular, por cada punto del plano salvo el origen pasa una tinica curva integral. Cada
curva integral contiene dos soluciones, dadas por las funciones

y =++ve—x2, x € (=+/c, Je), (1.13)

correspondiendo los signos =+ a la eleccién V = R¥*. La ecuaci6n (1.11) no esté definida para y = 0,
pero las soluciones (1.13) tienen limite (cero) cuando x — =#./cF (aunque no son derivables en dichos
puntos, al tener pendiente infinita). Nétese que por cada punto (xg, yg) del plano con yg # 0 pasa una
tinica solucién. En cambio, la curva integral que pasa por un punto de la forma (xg, 0), con x¢ # 0, no
define a y como funcién x en un entorno de dicho punto. Sin embargo, dicha curva si define la funcién

x(y) = sgn xo,/xg —y2,y € (—|xo/, |xo]), solucién de la ecuacién
x'=—-=. (1.14)

La ecuacion (1.14) se denomina ecuacion asociada a (1.11).

<

Figura 1.1: Curvas integrales de la ecuacién y’ = —x/y. Cada curva integral contiene dos soluciones,
definidas en la ecuacién (1.13), representadas en azul y rojo en la figura.

e En general, la ecuacién asociada a la ecuacion diferencial (1.6) es

dx 1
dy — flx.y) |

Evidentemente, las curvas integrales de la ecuacién asociada son las mismas que las de la ecuacién
de partida.

(1.15)
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Ejemplo 1.5. Consideremos ahora la ecuacién

1+ y?
= 1.16
y 1 + x?2 (1.16)
que también es de variables separadas. En este caso f(x) = —ﬁ yg(y) = ﬁyz son continuas y g

nunca se anula, por lo que podemos tomar U = V' = R. La ecuacién (1.16) se integra inmediatamente,
con el resultado
arctan y = —arctanx + ¢, (1.17)

donde |c| < m para que la ecuacion (1.17) tenga solucién en y para algin valor de x. Sic # +7 y
Ilamamos C = tan ¢, tomando la tangente en ambos miembros de (1.17) se llega a la siguiente expresion
para la solucién de (1.16):

tan( tanx) = < (1.18)
= tan(c —arctan x) = . .
Y 1+ Cx
Noétese que la constante C puede tomar cualquier valor real. Por otra parte, si ¢ = &7 se tiene
T 1
y = tan ( + 7 arctanx) = cot(arctan x) = —, x#0. (1.19)
by

Notese que esta solucion se obtiene formalmente de (1.18) en el limite C — Foo.

y

l—i—y2

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacion y’ = — 2

El problema de valores iniciales asociado a la ecuacién (1.16) siempre posee solucién tnica local.
Efectivamente, si imponemos la condicién inicial y(xg) = yg, de (1.18) concluimos que

X0 +
C = 0oTJYo 7
1 —Xxo0yo

que tiene sentido salvo si yo = 1/x¢, en cuyo caso la solucién correspondiente es y = 1/x.

e La unica solucién de la ecuacion (1.16) que estd definida en toda la recta real es y = —x, que
corresponde a C = 0. La solucién (1.19) y todas las demds soluciones (1.18) “explotan” para
algdn valor finito de x (concretamente para x = 0y x = —%, respectivamente). Sin embargo,
el miembro derecho de la ecuacién (1.16) es continuo (de hecho de clase C°°) en todo el plano.
En general, el estudio de las singularidades de la funcién f(x, y) no proporciona por si sélo
informacidn acerca de las posibles singularidades de las soluciones de la ecuacién diferencial (1.6).



6 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1.2.3 Ecuaciones homogéneas

Son ecuaciones de la forma (1.6) con f continua en un abierto U C R? y homogénea de grado cero, es
decir

| f(x.Ay) = f(x.y). Vx.yeU Vi#0| (1.20)

Este tipo de ecuacidn se reduce a una de variables separadas mediante el cambio

y =xul, x#0,
donde u(x) es la nueva funcién incégnita. Efectivamente,

Vi=utxu' = flx,xu) = f(Lu) = M,:W'

(1.21)
Si A satisface la condicién f(1,1) = A, entonces la ecuacién (1.21) tiene la solucién constante u = A,
que corresponde a y = Ax. En caso contrario, la ecuacidn (1.21) se resuelve separando variables e
integrando, lo que conduce a la relacién implicita

du y
— =log|x c, con u==|. 1.22
[ e = toelxl + ! (122
Ejemplo 1.6. Consideremos la ecuacién
—2x
y =2 . (1.23)
2y +x
Como )
y —2x
X,y) =
Sfx,y) 5t
es homogénea de grado cero (y continua en todo el plano salvo en la recta y = —x/2) nos encontramos

ante una ecuaciéon homogénea. Es facil comprobar que la ecuaciéon f(1,A) = A no tiene soluciones
reales, por lo que ninguna recta por el origen es solucién de (1.23). Como

1 2u + 1

fu)—u  22+1)°

la formula (1.22) conduce inmediatamente a
log(1 4+ u?) + arctanu = ¢ — 2log |x| ,

donde ¢ es una constante arbitraria. Sustituyendo u por y/x y simplificando, obtenemos la siguiente
expresion implicita para las curvas integrales de la ecuacion (1.23):

log(x* + y?) + arctan Y _ c. (1.24)
X

Noétese que en este caso no es posible despejar explicitamente y como funciéon de x. Sin embargo, si
expresamos la relacion (1.24) en coordenadas polares

x =rcosf, y =rsenf,
obtenemos inmediatamente
2logr+0=c = r=Ce %%, C=e'?>0. (1.25)

Las curvas integrales son por tanto espirales donde la coordenada radial crece exponencialmente cuando
el dngulo gira en el sentido de las agujas del reloj.
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Para representar graficamente estas espirales es conveniente determinar primero las isoclinas de la
ecuacién (1.23). En general, una isoclina de la ecuacion de primer orden (1.6) es el lugar geométrico de
los puntos en los cuales los vectores tangentes a las curvas integrales tienen todos una misma direccidn.
Las isoclinas se definen por tanto mediante la ecuacién implicita

f(x,y)=m|, meR 6 m=o0,

donde se admite que m = oo para incluir las isoclinas de tangente vertical. Para la ecuacion (1.23) de
este ejemplo, la ecuacién de las isoclinas es

y—2x
2y +x

=m. (1.26)

Por tanto, en este caso las isoclinas son rectas por el origen, siendo la de pendiente m

m-+2
X
1—-2m

1.27)

En particular, las isoclinas de pendiente 0, co, 1,—1 son las rectas y = 2x, y = —x/2, y = —3x,
y = x/3, respectivamente. En la Fig. 1.3 hemos representado estas isoclinas junto con las espirales (1.25)
correspondientes a ¢ = 0,7/2, w,31/2. Nétese que cada espiral contiene infinitas soluciones de la
ecuacion (1.23), definida cada una de ellas en un intervalo de la forma (x¢, x1), donde (x¢, yo) y (x1, ¥1)
son dos puntos de corte consecutivos entre la espiral y la isoclina de pendiente infinita y = —x /2.

m=1 y m=0

6

4/'_\

G

Figura 1.3: Curvas integrales de la ecuacién y’ =
(en gris).

2y +x (en rojo) e isoclinas de pendiente 0, oo, 1, —1

1.2.4 Ecuaciones exactas

Una ecuacién diferencial de la forma

(1.28)

P(x,y)+ O(x,y)y' =0

donde P, Q son funciones continuas en un abierto U C R? y QO no se anula en U, se dice exacta si
existe una funcién F : U — R que verifica

P(x,y) = Fx(x.,y), O(x,y) = Fy(x,y) |, V(x,y)eU. (1.29)
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Es decir, la ecuacién (1.28) es exacta si (P, Q) = VF en U. En este caso, si y(x) es una solucién
de (1.28), podemos reescribir dicha ecuaciéon como

Felx,y(0) + Fy(x y )y () = = F(x. () =0,

y por tanto las soluciones de la ecuacién exacta (1.28)-(1.29) verifican

P =, (130

donde ¢ es una constante. Reciprocamente, si se cumple (1.30) entonces, al ser F, = Q nonulaen U,
el teorema de la funcién implicita define a y como funcién de x en un entorno de cada punto de U,
verificindose ademads la ecuacidén (1.28) de partida en el dominio de y. Por tanto, la solucién general
de (1.28)-(1.29) esté dada por la ecuacién (1.30), que define las curvas de nivel de F'.

En caso de que las funciones P, Q sean de clase C ! (U), una condicién necesaria para que la ecua-
cién (1.28) sea exacta es

| Py(x.y) = Qx(x.y)

ya que por el lema de Schwarz Fyy, = Fx en U. La condicion (1.31) es también suficiente si el abierto
U es simplemente conexo', que en las aplicaciones serd el caso mds usual.

. VY(x.y)eU, (1.31)

Veamos como determinar la funcién F suponiendo que la condicién (1.31) se cumple en un rec-
tangulo abierto U = (a,b) x (¢,d). Sea (xg, yo) un punto de U. Integrando la ecuaciéon Fy = P
obtenemos .

Fero) = [ Pey)ds+0). (132
X0
donde g depende sélo de y. Nétese que si (x, y) € U entonces todos las puntos de la forma (s, y) con
s € [xo,x] 6 [x, xo] estdn también en U, y por tanto la integral de la férmula anterior esta bien definida.
Derivando parcialmente (1.32) respecto de y y utilizando (1.31) se sigue que

X X

Fy(x,y) =g'(») +/ Py(s.y)ds =g’ () + | Ox(s,y)ds =g'(y) + O(x,y) — Q(x0.y).

x0 x0
Imponiendo la segunda ecuacién Fy, = Q obtenemos

y

¢0) = 0(xo.y) — g = / 0(x0.5) ds . (133)

Yo

salvo constante arbitraria. (Como antes, la integral de (1.33) estd bien definida puesto que todos los
puntos (xg, s) estanen U si s € [yo, y] 6 [y, yo].) Por tanto, en este caso la solucién general (1.30) de la
ecuacion (1.28) viene dada por

F(x,y)= /x P(s,y)ds + /y 0(xg,5)ds =c|. (1.34)

0 Yo

La funcién F de la dltima férmula puede también expresarse en forma mas compacta como la integral
de linea

F(x,y) = / (P,Q)-dr, (1.35)
Yo

IRecordemos que un abierto U C R? es conexo si todo par de puntos de U pueden unirse mediante una curva continua
enteramente contenida en U. El abierto U es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada continua contenida en U
puede deformarse de forma continua a un punto sin salirse de U. Intuitivamente, un abierto es simplemente conexo si “consta
de un sélo trozo” y “no tiene agujeros”.
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U
[ :
(x0,y) Yo (x,y) !
Yo y i
(%0, yo) i
C + :__ ——_———— —————
a b

Figura 1.4: Caminos que unen (xg, yg) con (x, y) en U.

donde yg es la curva quebrada de la Fig. 1.4. Como el rectdngulo U es simplemente conexo y se cumple
la condicién (1.31), la integral de linea del campo vectorial (P, Q) a lo largo de cualquier curva C! a
trozos contenida en U es independiente del camino seguido. Por tanto podemos escribir

(1.36)

Flx.y) = /(P, 0)-dr
V4

donde y es cualquier curva C! a trozos que vaya de (xg, yo) a (x, y) sin salirse de U (ver Fig. 1.4).

e De hecho, puede probarse que la férmula (1.36) es valida en cualquier abierto simplemente conexo
donde se cumpla la condicién (1.31).

Ejemplo 1.7. Sea la ecuacién
2xy + 14+ (x2 +y)y' =0, (1.37)

que es de la forma (1.28) con P = 2xy + 1, Q = x? + y. Como Py = 2x = Qy, laecuacién es exacta
en cualquiera de los abiertos simplemente conexos U+ = {(x,y) € R? : y = —x2} donde Q no se
anula. Buscamos por tanto una funcién F tal que VF = (P, Q), es decir

Fr=2xy+1 = F=x%y4+x+g()
2
y
F=x*+g=x>+y = gdO=y = g0 =

salvo una constante. Por tanto las curvas integrales de la ecuacién (1.37) verifican la ecuacién implicita
2x2y +2x + y? =c, (1.38)

donde ¢ es una constante arbitraria. Despejando y obtenemos dos expresiones

y:l: = —x2 4 V x4 — 2x + C (139)

para cada valor de ¢ (ver Fig. 1.5), donde el signo =+ de la raiz corresponde a la eleccion del abierto U4..

En ocasiones puede ser interesante discutir el comportamiento de las curvas integrales en funcién de la
constante arbitraria que aparece en la expresion de la solucién general. Por ejemplo, en este caso puede verse
que si ¢ > 3 %’/5 cada expresioén y4 es una solucién de la ecuacién (1.37), definida en todo R. En cambio,
sic < ﬁi cada expresion y+ determina dos soluciones de dicha ecuacién, definidas en sendos intervalos
(—00,x0) y (x1,00), donde xo < x; son las dos raices del polinomio x* —2x + ¢ que aparece en el radicando
de (1.39). Por ultimo, si ¢ = 3 3/5’ cada expresion yy también determina dos soluciones de (1.37), definidas
. 1 1 .
en los intervalos (—oo, == -—, 00) respectivamente.
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Figura 1.5: Curvas integrales (1.38) de la ecuacidén (1.37). La pardbola y = —x2 (en gris) es una isoclina
de pendiente oo, que divide al plano en dos abiertos simplemente conexos U+ donde Q = xZ + y no se
anula y las soluciones son de la forma y., respectivamente.

Consideremos de nuevo la ecuacién (1.28) con P, Q de clase C!(U). Supongamos que P, # Qx
en U y por tanto la ecuacién no es exacta. Si iu(x, y) es una funcién que no se anula en U, la ecuacion

pn(x, y)P(x,y) + pn(x,y)0(x,y)y =0 (1.40)

es equivalente a la ecuacién (1.28), ya que ambas tienen el mismo conjunto de soluciones. Si la ecua-
cidén (1.40) es exacta, se dice que la funcién u es un factor integrante de la ecuacion (1.28) de partida.
En este caso podemos resolver (1.28) integrando (1.40) mediante el procedimiento discutido més arriba.

Si U es un abierto simplemente conexo, la condicion necesaria y suficiente que debe cumplir p para
que la ecuacidn (1.40) sea exacta es

(uP)y = (LQ)x .

Es decir, la funcién p debe ser solucién de la ecuacion en derivadas parciales de primer orden

P(x,y)py — Q(x,y) ux + [Py(x,y) — Ox(x,y)|u =0]. (1.41)

Aunque se demuestra que esta EDP siempre tiene solucién, el problema es que la técnica habitual para
resolverla requiere conocer precisamente la solucién de la EDO (1.28) de partida. Sin embargo, podemos
buscar soluciones particulares de (1.41) que dependan de un tnico argumento, tales como p(x), u(y),
w(x 4+ ), n(x2 4 y?), etc. En general estas funciones no seran solucién de la EDP (1.41), a menos que
Py, — O sea de alguna forma sencilla. Por ejemplo, si

Py -0

5 = 5 (142)

entonces (1.41) admite un factor integrante del tipo . (x). Efectivamente, si se cumple (1.42) y i, =0,
la ecuacion (1.41) se reduce a

W) = goux) = |u(x) =cel 8@ (1.43)

Andlogamente, si

Py -0

7 = h(y) (1.44)
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entonces (1.41) admite como solucién el factor integrante dependiente sélo de y

n(y) = ce /R Ay ], (145)

Ejercicio. Probar que la ecuacion (1.28) posee un factor integrante u(r) funcién de r = /x2 + yZsiy
sélo si

Py — Ox
yP —xQ

y que en tal caso u puede calcularse por la férmula

=g(r),

u(r) = ce—Jremdr

Ejemplo 1.8. La ecuacién
y(1—x)—seny + (x + cosy)y’ =0, (1.46)
no es exacta, yaque P = y(1 —x) —seny, QO = x + cosy no satisfacen la condicién (1.31). Sin

embargo, como
P y Qx

0

no depende de y, de la ecuacion (1.43) se sigue que u(x) = e~ * es un factor integrante de la ecua-
cién (1.46) en cualquiera de los abiertos simplemente conexos

=—-1=¢g()

Ui = {(x,y) € R? : x 4+ cosy = 0}.

Buscamos por tanto una funcién F tal que VF = e *(P, Q). En este caso resulta mas sencillo comenzar
integrando la ecuacién F), = e~* Q, que proporciona

Fy=e*(x+cosy) = F =e¢ “(xy+seny)+ h(x)
Fy=e¢*(y—xy—seny)+h'(x) =e *(y(1—x)—seny) = h'(x)=0.

Por tanto podemos elegir
F(x,y) =e "(xy +seny),

de modo que las curvas integrales de la ecuacion (1.37) verifican la ecuacion trascendente
e *(xy +seny) =c, (1.47)

donde ¢ es una constante arbitraria. En este caso no es posible despejar explicitamente y como funcién
de x (aunque para ¢ = 0 podemos despejar x como funcién de y). Sin embargo, el teorema de la funcién
implicita garantiza que si Fy(xo, yo) = e *°(xo + cos yo) # 0, es decir si (xo, yo) € Ux, entonces la
ecuacion (1.47) define a y como funcién de x en un entorno de (xg, yo).

1.2.5 Ecuaciones lineales

Son ecuaciones de la forma

y' =a(x)y + b(x) (1.48)

donde a y b son funciones continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.48) se dice homogénea si
b = 0, e inhomogénea o completa en caso contrario. Veamos que la solucién general de una ecuacién
lineal puede expresarse siempre mediante cuadraturas. En efecto, en el caso homogéneo

y'=a(x)y (1.49)
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admite la solucion trivial y = 0,y si y # 0 podemos tratarla como una ecuacién de variables separadas:
y' d

—=alx) = 10g|y|=/a(x)dx+co == |y|=ecoefa(x) X

y

La solucidén general de (1.49) es por tanto

y =cel a()dx| (1.50)

donde ¢ es una constante arbitraria (o bien ¢ = £e?, o bien ¢ = 0 para la solucion trivial).

e El conjunto de soluciones (1.50) de la ecuacién homogénea (1.49) es un espacio vectorial de
dimensién uno.

La ecuacion inhomogénea (1.48) se resuelve mediante el método de variacion de constantes, debido
a Lagrange. El método consiste en probar como solucién una funcién de la forma

y = c(x)ed® (1.51)

donde
A(x) = [a(x)dx

es un primitiva cualquiera (pero fija) de la funcién a(x). Es decir, se trata de probar como solucién la
solucién general de la ecuacién homogénea reemplazando la constante ¢ por una funcién incégnita ¢ (x).
Sustituyendo (1.51) en la ecuacién (1.48) obtenemos

¢'()ed® 4+ c(x)ed™a(x) = a(x)e(x)e™ + b(x),

de donde
c(x) = b(x)e—A(x) = c(x)=c+ /b(x)e_A(x) dx

donde ¢ es una constante arbitraria. Por tanto, la solucién general de la ecuacién completa (1.48) es

y = ced™ 4 AW / b(x)e” 4™ qx |. (1.52)

e [a expresion (1.52) muestra que la solucién general de la ecuacidn (1.48) es de la forma

Yy = yn(x) + yp(x),

donde yy, es la solucion general de la ecuacion homogénea e y, es una solucion particular de la
ecuacion completa.

Consideremos ahora el problema de valores iniciales

y' =a(x)y+b(x),

(1.53)
y(x0) = yo,

donde xo € U. Tomando como primitiva de a(x) la funcién A(x) = |, ;CO a(s) ds, de la expresion (1.52)
se sigue inmediatamente que la tinica solucion de (1.48) que verifica la condicidn inicial y(xg) = yg es

f;i)a(s)ds +ef;;a(s)ds /xb(s)e_f’foa(t)dt ds |

Y =Xo¢€
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Ejemplo 1.9. Sea la ecuacién lineal inhomogénea

F_Y
X

y + x2, (1.54)

definida si x # 0. La solucion general de la ecuaciéon homogénea es
1
; =7 = logly|=loglx|+co = y=cx,

donde ¢ € R (el valor ¢ = 0 proviene de la solucién trivial y = 0). Para la ecuacién inhomogénea,

probamos una solucién particular de la forma y, = c¢(x)x, que conduce a
2 3
yV=cx+c=c+x? = =2 = y -
P 2 P2

Por tanto, la solucién general de la ecuacion (1.54) es
3
X
y =cx + 7 S ceR.

Nétese que, aunque la ecuacidn diferencial (1.54) no estd definida si x = 0, las soluciones obtenidas son
analiticas en toda la recta real.

1.2.6 Ecuacion de Bernoulli

Es una ecuacion de la forma

y =a(x)y +bx)y"|, r#0.1, (1.55)

siendo a, b continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.55) no esta definida para y < 0 a menos
que ¥ = p/q sea un racional irreducible con g impar, ni para y = 0 cuando r < 0. La ecuacién de
Bernoulli puede transformarse en una ecuacién lineal (y por tanto resoluble por cuadraturas) mediante el
cambio de variable

r

uzyl_

En efecto, derivando u respecto de x y utilizando (1.55) obtenemos
W =0=r)y 7"y =0 =r)a@)y™ + (1 —=r)bkx) =1 —-r)a(x)u+ (1 —r)b(x),
que es lineal en la nueva variable u.

Ejemplo 1.10. La ecuacioén

(1.56)

<
|

es una ecuacién de Bernoulli con » = 2. Una posible solucién es y = 0. Si y # 0, el cambio de variable
apropiado es u = 1/y, que conduce a

S S R (1.57)
Xy X X

c(x)

Para la ecuacion completa, probamos una solucion particular de la forma u, = ==, que conduce a

/
1

— = — = C =X = Mpzl.
X X
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Luego la solucién general de (1.57) es

X +c
U =Up+ Up = P

y por tanto
X

X +c
es la solucién general de (1.56). (La solucién y = 0 se obtiene formalmente en el limite ¢ — 00.)

y:

Ejercicio. Resolver la ecuacion (1.56) tratdndola como ecuacién de variables separadas.

1.2.7 Ecuacion de Riccati

La ecuacion de Riccati

y =a(x)+bx)y + c(x)y?|, a,c#0, (1.58)

con a, b, ¢ continuas en un intervalo abierto U, es de gran importancia en Fisica Matemadtica por su
estrecha relacién con las ecuaciones lineales de segundo orden (como la ecuacion de Schrodinger). En
general no es posible resolver una ecuacién de Riccati por cuadraturas. Sin embargo, si se conoce una
solucién particular yg(x) es posible reducirla a una ecuacion lineal mediante el cambio de variable

_ 1
y—=yo(x) |
Efectivamente,
"= (%) b(x)(y = yo(x)) + c(x)(y* = y5(x)) + yo(x)
u = — Y =)o _ Yy —JYo Yo=Xo ——b(x)u—c(x)y Yo
- 2 2 - _
(v = yo(x)) (y — yo(x)) Y — Yo(x)
= —[b(x) +2¢(x)yo(x)Ju — c(x),
que es una ecuacién lineal en u.
Ejemplo 1.11. Consideramos la ecuacién de Riccati
2
y=y'-=. (1.59)
X

Si probamos una solucién particular de la forma y = A/x, obtenemos

A A2 2
S =55 = A+i-2=0 = A=-21

Tomamos como solucién particular yg = 1/x. El cambio de variable

1
U= [y (1.60)

conduce a la ecuacion lineal

, Y+ 1/x? y2 —1/x? y+1/x  2u
G-1/x2 =122  y=1/x =« .61)

La solucién general de la ecuacién homogénea es

C
Uh = —& .
x2
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Para determinar una solucion particular de la ecuacién inhomogénea (1.61) podemos utilizar el método
de variacién de constantes, 0 mds directamente, probar una solucién de la forma u, = kx. Sustituyendo
en (1.61) se obtiene
1
k=-2k-1 — k=—§.

Por tanto

C x x3+c
uzﬁ—gz——:;xz s C=—3C,

es la solucién general de (1.61). De (1.60) se sigue inmediatamente que

1 3x2

S

es la solucién general de (1.59).

Comentario. Como hemos mencionado mas arriba, la ecuacion de Riccati (1.58) estd estrechamente
relacionada con las ecuaciones lineales de segundo orden. Mds concretamente, es posible convertir (1.58)
en una ecuacion lineal de segundo orden mediante el cambio de variable

B 1
r= c(x) u’
En efecto,
1 v  Jx) v 1 u? b(x) v’ 1 u?
y=———+ *) + =a(x)—(—)

cx) u e u  clx) u? c(x) u | c(x) u2’

y por tanto u verifica la ecuacién

u’ — [b(x) + C/(—x)] u' +a(x)c(x)u =0]|.
c(x)

En el préximo capitulo veremos que la solucién general de esta ecuacion es de la forma

u=kiuy(x)+kauz(x),

donde ki, ky son constantes reales y u1, up son dos soluciones linealmente independientes, que en
general no podrdn determinarse de forma explicita. La solucién general de la ecuacién de Riccati de
partida (1.58) se expresa en términos de #; y #p como

1 ki (x) + kaugy (x)
T e(x) kiui(x) + koua(x)

(Nétese que esta solucion depende de una séla constante arbitraria, o bien k»/ k1, o bien ky/k».)

1.3 Existencia y unicidad de soluciones

En esta seccion estudiaremos la existencia y unicidad de solucién del problema de valores iniciales

y'=fx.y),

(1.62)
y(x0) = yo.

En distintos ejemplos de la seccion anterior donde la funcién f era suficientemente regular hemos visto
que este problema tiene solucidn tnica local. En esta seccién enunciaremos sin demostracion un resultado
fundamental que garantiza la existencia de solucién tnica (en general local) del problema de valores
iniciales (1.62). Supondremos que la variable dependiente y y la funcién f son vectoriales?, es decir,
consideraremos el problema de valores iniciales para sistemas de ecuaciones de primer orden:

2De aqui en adelante prescindiremos de la notacién vectorial, e.g., escribiremos simplemente y en lugar de y.
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Definicion 1.12. Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en forma

normal para una funcién incégnita y = (y1,..., y») €s una ecuacion vectorial del tipo
Y= [y (1.63)
donde f = (fi,..., fn) estd definida en un abierto U C R"*! y toma valores en R”. Dado (x, yo) €

U, el problema de valores iniciales asociado al sistema (1.63) consiste en determinar una solucién y (x)
definida en un intervalo / que contenga a xg tal que

y(x0) = yo |- (1.64)

e Elsistema (1.63) es equivalente a las n ecuaciones escalares

y{:fl(anI,,yn),

yr: an(x,)’l,---,yn)»

mientras que el dato inicial (1.64) corresponde a las n condiciones

y1(x0) = yo1. ... . ¥n(x0) = Yon .

e El problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) incluye como caso particular el problema de valores
iniciales asociado a una ecuacién escalar de orden n en forma normal

u® = F(x.uu',... ,u("_l)) ,

1.65
u(xo) = ug, u'(xo) = ur, ..., uD(xo) = up—_1. (1.6

En efecto, si introducimos las n variables dependientes

ylzuv y2:u/7---,Yn:u(n_l),

el problema de valores iniciales (1.65) puede reescribirse como el sistema de ecuaciones de primer
orden

J’fZ)’z,

/
yn—l == yn ’
/
Yn = F(X’yla'--,yn),
con la condicion inicial

yi(x0) = uo, y2(x0) =u1r,...,yn(x0) = Un—1.

(Mas en general, un sistema de m ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n puede convertirse
en un sistema de mn ecuaciones de primer orden.)

La existencia local de soluciones del problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) estd garantizada si
la funcién f es continua en su abierto de definicion, de acuerdo con el siguiente teorema:
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/
I/
I
1
1
‘l
Yo i
1
1
1
1
1
1
\
\

~~~~~
_________

Figura 1.6: Si la funcién f(x, y) satisface las hipétesis del teorema de existencia y unicidad en el abierto
sombreado U, el problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucién tnica definida en el intervalo
(xo — @, xp + o). No estd garantizado que la solucién esté definida o sea tinica fuera del abierto U.

Teorema de existencia de Peano. Sea f : U — R” continua en el abierto U C R2+L y sea
(x0, y0) € U. Entonces el problema (1.63)—(1.64) tiene (al menos) una solucion y(x) definida en un
intervalo de la forma (xg — o, X9 + ), para a > 0 suficientemente pequeiio.

e El niimero «, que es funcién de (xg, yo), se puede estimar explicitamente, y depende esencialmente
de lo grande que sea el valor de || f(x, y)||en U.

La continuidad de la funcién f en el abierto U no garantiza la unicidad (ni siquiera local) de soluciones
del problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) con datos iniciales en U, tal y como ilustra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.13. Sea el problema de valores iniciales

y/ — 3y2/3’
1.66
¥ (x0) = o. (1.0

Como f(x,y) = 3y2/ 3 es continua en U = R2, el teorema de Peano garantiza que el problema (1.66)
posee al menos una solucidn local cualquiera que sea el dato inicial (xg, yo). Veamos que si yo = 0 la
solucién no es dnica. En efecto, y = 0 es una solucién del problema (1.66) cuando yg = 0. Por otro
lado, como la ecuacién y’ = 3y2/ 3 es de variables separadas podemos integrarla inmediatamente, con

el resultado
y=((x+c), ceR. (1.67)

En particular, y = (x — xg)> es otra solucién de (1.66) con yg = 0, que difiere de y = 0 en cualquier
intervalo abierto centrado en xg.

El resultado fundamental que aplicaremos para establecer la existencia y unicidad local de soluciones
del problema de valores iniciales (1.63)-(1.64) es el siguiente:

Teorema de existencia y unicidad. Si la funcion f : U C R"t! — R” y sus derivadas parciales
% (1 <i,j < n) son continuas en el abierto U, entonces para todo (xg, yo) € U el problema de
J

valores iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucion vinica en un intervalo de la forma (xg — o, X9 + @), con
o > 0 dependiente de (xg, yo).




18 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

El teorema anterior es consecuencia de un resultado mds general, conocido como feorema de Picard—
Lindeldf, cuyo enunciado y demostracion detallada puede verse por ejemplo en F. Finkel y A. Gonzalez-
Lépez, Manual de Ecuaciones Diferenciales I, UCM, 20093, En muchas ocasiones, utilizaremos el si-
guiente corolario directo del teorema de existencia y unicidad:

Corolario 1.14. Si f : U C R"™! — R” es de clase C! en el abierto U, el problema de valores
iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucion tinica local para todo dato inicial (xg, yo) € U.

e Si se cumplen las hipétesis del teorema de existencia y unicidad (o de su Corolario 1.14), entonces
ninguna solucién puede cortar a otra solucién dentro de U, ya que en caso contrario habria dos
soluciones con el mismo dato inicial en U (ver Fig. 1.6).

e Las hipétesis del teorema de existencia y unicidad no son ni mucho menos necesarias para que el
problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) tenga solucién unica. Por ejemplo, la funcién

2
——y—|—4x, x #0,

0, x=0,

flx.y) =

es discontinua en el eje vertical x = 0. Como la ecuacién y' = f(x, y) es lineal, se resuelve
facilmente con el resultado c
y=- + x2 .
X

Por tanto, la ecuacién diferencial y’ = f(x, y) con la condicién inicial y(0) = O tiene la solucién
tinica y = x2, correspondiente a ¢ = 0. En cambio, si la condicién inicial es y(0) = yo # 0, el
problema de valores iniciales no tiene solucién, ya que la tnica solucién de la ecuacién diferencial

definida parax = Oes y = x2.

Ejemplo 1.15. Dada la ecuacion diferencial

/ y2

y
estudiemos por qué puntos del plano pasa una Unica curva integral de la ecuacion (1.68). En primer lugar,
nétese que la funcién
2

flx.y) = m

es de clase C! en todo el plano excepto en las rectas x = 0, y = x. Por el teorema de existencia y
unicidad, por todo punto (xo, yo) € R? que no pertenezca a dichas rectas pasa una tnica solucién, y por
tanto una tinica curva integral. Para ver qué ocurre cuando el dato inicial (xg, yo) pertenece a las rectas
x =06 y = x, consideramos la ecuacién asociada

dx  2x(y —x)
dy 2

’

cuyas curvas integrales coinciden con las de la ecuacién de partida. Al ser el miembro derecho de esta
ecuacién de clase C! en todo el plano salvo en la recta y = 0, del teorema de existencia y unicidad se
deduce que por todo punto de las rectas x = 0 6 y = x salvo el origen pasa una tnica curva integral
de la ecuacién (1.68) (con tangente vertical). De hecho, es inmediato comprobar que la recta x = 0 es
una curva integral, al ser claramente solucién de la ecuacién asociada. (Né6tese, sin embargo, que la recta
Y = X no es una curva integral.)

El tnico punto del plano donde el teorema de existencia y unicidad no puede aplicarse ni a la ecuacion
de partida ni a su asociada es el origen. Para estudiar el comportamiento de las curvas integrales por este

3A partir de ahora citaremos abreviadamente esta referencia como [EDI2009].
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punto no hay mds remedio que resolver la ecuacién diferencial, que en este caso es posible al tratarse de
una ecuacién homogénea. Efectuando el cambio y = xu en la ecuacion se obtiene

4 u? , u-—u)
Xu U= _—m— — XUy = ———,
2(u—1) 2(u—1)
Esta tiltima ecuacién admite las soluciones particulares ¥ = 0, u = 2, que corresponden a las soluciones
lineales y = 0e y = 2x. Siu # 0, 2, resolviendo la ecuacién para u separando variables se obtiene

2u—12 c
—/2—du:—10g|u2—2u|zlog|x|+co — u(m—-2)=—-, cekR.
us —2u X

Deshaciendo el cambio se llega a la expresion

y(y —2x) =cx,

que incluye las soluciones particulares y = 0, y = 2x parac = 0. Como la ecuacién anterior se satisface
idénticamente para x = y = 0y c arbitrario, todas las curvas integrales tienen una rama que pasa por
el origen. En definitiva, por todo punto del plano salvo el origen pasa una tnica curva integral, mientras
que por el origen pasan infinitas (cf. la Fig. 1.7).

Figura 1.7: Curvas integrales de la ecuacién (1.68).

1.3.1 Ecuaciones auténomas de primer orden

En este apartado veremos algunas propiedades generales de las ecuaciones auténomas de primer orden

v =1, (1.69)

donde supondremos que f : R — R tiene derivada continua en toda la recta real. El teorema de
existencia y unicidad implica entonces que el problema de valores iniciales asociado a la ecuacién (1.69)
tiene solucién tdnica local para cualquier dato inicial (xo, yo) € R? (es decir, por cada punto del plano
pasa una tnica solucién). Como la ecuacién (1.69) es de variables separadas su solucién es inmediata:

dy
S

donde se supone que f(y) no se anula en el intervalo de integracién. Veamos a continuacién algunas
propiedades generales de las soluciones de la ecuacién auténoma (1.69):

=x+c, (1.70)
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Proposicién 1.16. Sea la ecuacién y' = f(y), siendo f : R — R de clase C1(R).
i) Si y(x) es solucionya € R, entonces y(x + a) también es solucion.
ii) Sia € R satisface f(a) = 0, entonces la funcion constante y(x) = a es solucion.
iii) Las isoclinas son rectas horizontales.
iv) Toda solucion es constante o estrictamente monotona.

v) Toda solucion acotada para x = xgo (resp. x < Xxg) tiende a una solucion constante cuando
X — oo (resp. x — —00).

Demostracion.

i) Siz(x) = y(x +a), entonces z'(x) = y'(x +a) = f(y(x + a)) = f(z(x)).
ii) Evidente.
ii1) Evidente.
iv) Si y(x) es solucién e y’(xg) = 0 para algin xo € R, entonces | (y (xo)) = 0. De la unicidad de
la solucién se sigue que y(x) = y(xp) es una solucién constante. Por tanto, si una solucién no es

constante su derivada no se anula, ni puede cambiar de signo al ser y'(x) = f ( y (x)) una funcién
continua.

v) Probemos la afirmacién en el caso x — oo. Sea y(x) una solucién acotada para todo x = xq. Si
y es constante la afirmacion es trivial. En caso contrario y(x) es estrictamente mondétona, y al ser
acotada existe lim y(x) = a.Como f es continua, se tiene

X—>00

. _ _ . /
Jim f(y(x) = fl@) = lim y'(x).
Si fuera f(a) > 0, entonces por definicion de limite existe x; = xq tal que

f(a)

y’(x)>T, Vx > xq.

Integrando esta relacion entre x1 y x, obtenemos

f(a)

a

y(x)>y(x1)—|——2 (x —x1), Vx > xj.

Luego y(x) no estaria acotada para todo x > Xxg, en contra de la hipétesis. Andlogamente se
demuestra que no puede ser f(a) < 0. Luego f(a) = 0, y por tanto y(x) tiende a la solucién

constante z(x) = a cuando x — 00. La demostracion para el caso x — —oo es similar. O

Ejemplo 1.17. Consideramos el problema de valores iniciales

Y =y(y-1)),

(1.71)
y(x0) = yo.

Las soluciones constantes de la ecuacion auténoma son los ceros de la funcidon f(y) = y(y — 1), es
deciry =0ey = 1.Si yg <06 yo > 1, las correspondientes soluciones son mondtonas crecientes, ya
que en ambos casos se tiene y'(xg) = f (y (xo)) = f(y0) > 0y laderivada no puede cambiar de signo.
En cambio, si 0 < yg < 1 las correspondientes soluciones son mondtonas decrecientes (ver Fig. 1.8).
Las soluciones con yg > 1 no estdn acotadas superiormente a la derecha de xg, puesto que en caso
contrario deberian tender a una solucién constante y = a cona > yo > 1. En cambio estas soluciones
estan acotadas por yg a la izquierda de xg, y por tanto tienden a la solucién constante y = 1 cuando
x — —oo. Andlogamente, las soluciones con ygp < 0 no estdn acotadas a la izquierda de x¢, mientras
que tienden a la solucién constante y = 0 cuando x — oo. Por tltimo, las soluciones con yg € (0, 1)
tienden a la solucién constante y = 0 (resp. y = 1) cuando x — oo (resp. x — —o0). Ademads, como
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Figura 1.8: Soluciones (1.72) de la ecuacién auténoma (1.71) para distintos datos iniciales (en rojo). En
azul se representan las soluciones constantes y = 0e y = 1.

y"” = (2y — 1)y’ estas tltimas soluciones tienen un punto de inflexién cuando cortan a larecta y = 1/2
(ver Fig. 1.8).
La solucién del problema de valores iniciales (1.71) se calcula facilmente utilizando (1.70), con el

resultado
Yo

yo + (1 — yg)eX—o
Si yg > 1, entonces —yg < 1 — yg < 0y por tanto la solucién (1.72) explota para un cierto x; > xg. Si
0 < yo < 1, el denominador del miembro derecho de (1.72) es claramente positivo y la solucién (1.72)
estd definida en toda la recta real (como ya sabiamos). Por tdltimo, si yo < 0 entonces 1 — yg > |yo| y
por tanto (1.72) explota para algin x; < xop.

y(x) = (1.72)
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Capitulo 2

Sistemas y ecuaciones lineales

2.1 Sistemas lineales de primer orden

2.1.1 Espacio de soluciones

Definicion 2.1. Un sistema lineal de primer orden es un sistema de n ecuaciones de la forma

’y' =A(x)y +b(x)|, 2.1
donde 4 : R — M, (R) es una funcién matricial y b : R — R” es una funcidn vectorial, es decir,
ain(x) ... ain(x) b1(x)
A(x) = : : , b(x) = : . 2.2)
an1(x) ... apn(x) by (x)

El sistema (2.1) se dice homogéneo si b = 0, e inhomogéneo en caso contrario.

e FEl conjunto M, (R) de las matrices cuadradas de orden n con elementos de matriz reales es un es-
pacio vectorial de dimensién 2. La base canénica de dicho espacio es la formada por las matrices
Ej; cuyo tnico elemento de matriz no nulo esun 1 enlafilai y la columna ;. Las coordenadas de
una matriz A4 en esta base son sus elementos de matriz a;; .

e Recuérdese que una funcion vectorial b : R — R” es continua en x € R si y s6lo si lo son sus
componentes b; : R — R. Andlogamente, una funcién matricial A : R — M, (R) es continua en
x € R siy sélo si sus n? elementos de matriz a; ;i : R — R son funciones continuas en x.

Por el teorema de existencia y unicidad visto en el capitulo anterior, si la funcién matricial A y la
funcién vectorial b son continuas en un intervalo abierto 7, entonces el problema de valores iniciales

y' = A(x)y +b(x),

2.3)
y(x0) = Yo

asociado al sistema lineal (2.1) tiene solucién tnica local para todo dato inicial (xg, yo) € I x R”.
De hecho, puede probarse el siguiente resultado mas general, cuya demostracion puede consultarse en
[EDI2009]:

Teorema 2.2. Si A : [ — Mu(R)yb : I — R” son continuas en un intervalo cualquiera I C R,
entonces el problema de valores iniciales (2.3) tiene solucion tinica definida en todo el intervalo 1
para cualquier dato inicial (xg, yo) € I x R"™.

23
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En lo que sigue supondremos que las funciones A y b del sistema lineal (2.1)-(2.2) son continuas
en un intervalo / C R, y por tanto se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2. Denotaremos por S el
conjunto de soluciones del sistema (2.1), es decir,

S={y: I ->R"|y(x)=Ax)y(x)+bx), Yxel}CC'(IR").

Andlogamente, llamaremos Sy al conjunto de soluciones del correspondiente sistema homogéneo

yi=Ax)y|. 24)

e Si@!, 2 son dos soluciones del sistema homogéneo (2.4), entonces cualquier combinacién lineal
Ap! + 11g? con coeficientes A, 1 € R sigue siendo solucién. En efecto,

A" +19?) (x) = 2@V () +pe? (x) = AAx)p" () +pA(X)@? (x) = A(x) (A" (x)+up?(x)).

En otras palabras, el conjunto So de soluciones del sistema homogéneo (2.4) es un espacio vecto-
rial real. Esta importante propiedad de los sistemas lineales homogéneos se conoce como princi-
pio de superposicion lineal.

e La solucion general del sistema inhomogéneo (2.1) es de la forma y = y, + yp, donde y, s una
solucién particular fija de dicho sistema e yy es la solucién general del correspondiente sistema
homogéneo (2.4). En efecto, si y es de la forma anterior es claramente solucién de (2.1). Reci-
procamente, si y es cualquier solucion de dicho sistema, entonces y — y,, es obviamente solucion
del sistema homogéneo (2.4). En lenguaje mas matematico, el conjunto de soluciones del sistema
inhomogéneo (2.1) es el espacio afin S = y, + So , donde y, es un elemento fijo de S.

A partir del Teorema 2.2 de existencia y unicidad, probaremos a continuacién que la dimensién del
espacio de soluciones Sy del sistema homogéneo (2.4) es precisamente #:

Teorema 2.3. El conjunto de soluciones del sistema homogéneo y' = A(x)y, con y € R", es un
espacio vectorial real de dimension n.

Demostracion. Sea x¢9 € I un punto fijo pero arbitrario de I, y sea e; el i-ésimo vector de la base
candnica de R”. Veamos en primer lugar que, si denotamos por Y*(x) a la solucién del problema de
valores iniciales

/ — A ,
y (x)y 2.5)
y(xo) =ei,
las funciones {Y 1(x), ..., Y"(x)} constituyen un sistema de generadores del espacio vectorial Sy. Sea,

en efecto, y(x) una solucién cualquiera del sistema homogéneo (2.4), y llamemos

n
Yo = y(x0) = (Yo1.---.Yon) = Y _ Yoiei .

i=1

Entonces la funcién
n

F) =Y yoi¥'(x)
i=1
es solucidn del sistema homogéneo (2.4) (al ser combinacién lineal de soluciones) y satisface la condi-
¢ién inicial

F(x0) =) yoiei = yo = y(xo).

i=1
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Del Teorema (2.2) de existencia y unicidad se sigue que y = y en [. Luego toda solucion es combinacion
lineal de las n soluciones Y, que constituyen por tanto un sistema de generadores de Sp. Veamos que de
hecho las n soluciones Y* son linealmente independientes, por lo que forman una base de Sp. En efecto,

supongamos que
n
Z LYi=0,
i=1

con Ay, ..., A, constantes reales. La igualdad anterior es equivalente a

n
D AiYix) =0, Vxel,

i=1
de donde se sigue que
n n
Y XiYixe) =) Aie; =0,

que s6lo tiene la solucidn trivial Ay = --- = A, = O al ser {eq,...,e,} una base de R”. Esto demuestra
que {Y1,... Y™} es una base de Sy, y por tanto dim Sy = n. O

2.1.2 Matriz fundamental. Wronskiano

Definicion 2.4. Un sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo (2.4) es una base
{y!, ..., y™} de su espacio de soluciones.

Por ejemplo, las n soluciones Y del problema de valores iniciales (2.5) forman un sistema fundamental
de soluciones del sistema homogéneo y' = A(x)y. Nétese que, por construccién, dichas soluciones
verifican Y (xg) = e;.

Por definicion, cualquier solucién y(x) del sistema homogéneo (2.4) es combinacién lineal de los

elementos de un sistema fundamental de soluciones {y!,..., y"}, es decir,
n
y@) =Y ey'(x).  xel, (2.6)
i=1
para ciertas constantes reales cq,...,c,. La igualdad vectorial (2.6) es equivalente a las n igualdades
escalares

n
@) =Sk, k=1....n,

i=1
para cada una de las componentes de la solucién y(x). A su vez, podemos escribir la igualdad (2.6) en
forma matricial como

’y(x) =Y(x)c|, 2.7
siendo
ZYCY IR YA €Y c1
Y(x) = (y'(x) -+ y'(v) = : : : o=
Ia(x) o) Cn

Definicion 2.5. Una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4) es cualquier funcién matricial
Y : I - M,(R) cuyas columnas forman un sistema fundamental de soluciones.

e Por lo que acabamos de ver, si Y(x) es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4), la
solucién general de dicho sistema estd dada por la ecuacion (2.7).
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e Una funcién matricial Y : I — M, (R) es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4)
si y sélo si sus columnas son linealmente independientes, y se cumple

Y'(x) = A(x)Y(x), Vxel.
En efecto, la igualdad matricial anterior es equivalente a las n igualdades vectoriales
y(x) = A(x)y'(x), Vxel, Yi=1,...,n,
donde y(x) es la i-ésima columna de Y (x).

e Es obvio que un sistema homogéneo posee infinitas matrices fundamentales. Por otra parte, si
Y1(x) e Ya2(x) son dos matrices fundamentales de (2.4) tales que Y;(xo) = Y2(xg) entonces
Y1 = Y5 en todo el intervalo /. En efecto, cada columna de Y; y la correspondiente columna de
Y5 son soluciones del sistema que toman el mismo valor en xg, por lo que deben coincidir en todo
I en virtud del Teorema 2.2 de existencia y unicidad.

Dadas n soluciones ¢!, ..., ¢" (no necesariamente independientes) del sistema homogéneo (2.4), con-
sideramos la matriz de soluciones

P(x) = (¢'(x) -+ ¢"(x))

cuya i -ésima columna viene dada por la solucién ¢ . Nétese que, al ser por hipétesis ¢/ (x) = A(x)¢* (x)

parai = 1,...,n,la matriz @(x) verifica la ecuacién matricial
@' (x) = A(x)D(x). (2.8)
Definicién 2.6. Dadas n soluciones ¢!, ..., ¢" del sistema homogéneo (2.4), su wronskiano es el de-
terminante de la correspondiente matriz de soluciones @(x), es decir,
P1(x) .. ef(x)
Wiel, ..., ¢"](x) = det®(x) = : (2.9)
Oa(x) . Ph(x)
Notacién. Cuando esté claro del contexto a qué soluciones ¢!, ..., " nos estamos refiriendo denotare-

mos su wronskiano sencillamente como W (x).

La propiedad clave del wronskiano (2.9) es que su anulacién en cualquier punto del intervalo I im-
plica la dependencia lineal de las soluciones ¢!, ..., ¢" en dicho intervalo, de acuerdo con la siguiente

Proposicién 2.7. Sean ¢!, ..., ¢" soluciones del sistema homogéneo (2.4) en el intervalo I. Entonces
{pl,....¢"} son linealmente independientes <= W{p!', ..., ¢"](x) #0, Vx € I.

Demostracion. Veamos en primer lugar la implicacion (<). Si {¢!, ..., ¢"} fueran linealmente depen-
dientes, entonces los vectores {¢p!(x), ..., 9" (x)} serfan linealmente dependientes para cada x € . Pero
entonces Wp!, ..., ¢"](x) = 0paratodo x € I.

En cuanto a la implicacién (=), si existiera xo € I tal que W[p!,...,¢"](xo) = 0 entonces los
vectores {¢!(xp),...,¢"(xo)} serfan linealmente dependientes, es decir, existirfan 7 constantes reales
Ak no todas nulas tales que

n
> deg(x0) = 0.
k=1
Pero entonces

YE) = At (x)
k=1

seria solucién del sistema (2.4) con la condicién inicial y(xg) = 0. Por el Teorema 2.2 de existencia y
unicidad y = Oen I,y por tanto {¢!, ..., ¢"} serfan linealmente dependientes. O
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e Si p!,... ¢" son soluciones de y/ = A(x)y, de la dltima demostracién se sigue que o bien
Wipl,...,¢"](x) # 0 paratodo x € I, 0bien W[p!,...,¢"](x) =0 paratodo x € I.

e Noétese que una funcién matricial @ : I — M, (R) es una matriz fundamental del sistema (2.4) si
y s6lo si

i) d'(x) = AXx)P(x), Vxel, (2.10a)
i) detd(x) £0, Vxel. (2.10b)

En efecto, la segunda condicién es equivalente a la independencia lineal de las columnas de @(x)
en virtud de la proposicién anterior.

e Si @(x) es una matriz fundamental y P € M, (R) es cualquier matriz invertible, es inmediato
comprobar que ¥ (x) = @(x) P cumple i) y ii), y por tanto es una matriz fundamental. Reciproca-
mente, supongamos que @(x) y ¥(x) son dos matrices fundamentales del sistema (2.4). Al ser las
matrices @ (xg) y ¥ (xo) invertibles en virtud de la Proposicién 2.7, la matriz P = ®(x0) ™' ¥ (xg)
existe y es invertible, siendo por construccion ¥ (xg) = @(xp)P. Entonces ¥ (x) y @(x)P son
ambas matrices fundamentales de (2.4) y coinciden en xg, por lo que deben ser iguales en todo el
intervalo / en virtud del comentario de la pag. 26. En definitiva, cualquier matriz fundamental del
sistema homogéneo (2.4) puede obtenerse a partir de una matriz fundamental fija multiplicindola
por la derecha por una matriz invertible apropriada.

Ejercicio. Si @(x) es una matriz fundamental del sistema (2.4) y P es una matriz invertible ;qué puede
decirse de la matriz ¥(x) = P®(x)?

Definicion 2.8. Se denomina matriz fundamental canénica del sistema homogéneo (2.4) (en el punto
Xo) a la dinica matriz fundamental Y (x) de dicho sistema que cumple Y (xo) = 1.

e Dada cualquier matriz fundamental Y (x) del sistema (2.4), entonces Y (x)Y(xo)~! es su matriz
fundamental canénica en el punto xg.

e Si Y(x) es la matriz fundamental candnica del sistema (2.4) en xg, la solucién del problema de
valores iniciales

y' = Ax)y
y(x0) = yo

asociado a dicho sistema es simplemente

y(x) =Y(x)yo.

Comentario. Dadas n funciones diferenciables ¢!, ..., o™ arbitrarias (no necesariamente solucién de
un sistema lineal homogéneo (2.4) con A continua en /), la anulacidn de su wronskiano (incluso idénti-
camente) no implica la dependencia lineal. Por ejemplo, las funciones

ol (x) = (SC)IC] x) , P2(x) = (exesxeix)

son linealmente independientes aunque su wronskiano se anula idénticamente en R.
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2.1.3 Formula de Abel-Liouville

Sean <pk, k =1,...,n, soluciones del sistema homogéneo (2.4), y sea W(x) su wronskiano. Entonces
P1(x) ... PP(x)
n : :
W) =) lel(x) ... M) (2.11)
i= : :
on(x) .. pp(x)

Como (pk es solucidn de (2.4) se verifica

<pf'(x)=2aij(x)(pjl~‘(x), k=1,...,n.

j=1
Luego
1 n
R ol . AW
W =3 | ap0el) o Y agmer®] =3 la@el ) .. an(gle)] .

i=1 =1 J=1

PG IS

¢ () . ¢ (X)
ya que un determinante no varia al sumar a una fila una combinacion lineal de las restantes. Por tanto
n
W(x) = ai;W(x) =tr A(x) - W(x).
i=1

Integrando esta dltima ecuacion lineal de primer orden a partir de un cierto x¢ € I se obtiene

W(x) = Wixg)elro TAO g 2.12)

expresion que se conoce como la formula de Abel-Liouville. Nétese que de esta férmula se deduce
también que o bien W(x) no se anula en I, o bien W(x) se anula idénticamente en /.

2.1.4 Método de variacion de constantes

En general no resulta posible determinar de forma explicita una matriz fundamental del sistema homo-
géneo (2.4). Sin embargo, cuando se conoce una matriz fundamental Y (x) de dicho sistema se podra
determinar la solucién general del correspondiente sistema inhomogéneo (2.1) utilizando el método de
variacion de constantes. Andlogamente al caso escalar (ver pag. 12), el método consiste en probar co-
mo solucidn la funcién que se obtiene al sustituir el vector constante ¢ de la solucién general (2.7) del
sistema homogéneo por una funcién incégnita ¢ (x), es decir,

c1(x)
y(x) =Y(x)c(x), c(x) = :

cn(x)

Sustituyendo en (2.1) obtenemos

Y'(x) =Y (x)e(x) + Y(x)c'(x) = Ax)Y (x)e(x) + b(x),
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y teniendo en cuenta que al ser Y (x) una matriz fundamental verifica las condiciones (2.10) queda
(x) =Y 1 x)b(x), Vxel.

Luego
p
c(x)=c +f Y~ Y(s)b(s) ds, ceR".

Por tanto la solucién general del sistema inhomogéneo (2.1) viene dada por

y(x) = Y(x)c + Y(x) /x Y Y(s)b(s)ds |, Vxel. (2.13)

Notese que (de acuerdo con la Proposicién 2.1.1) Ia solucién (2.13) es de la forma

y(x) = yn(x) + yp(x),

donde yn(x) es la solucién general del sistema homogéneo e y,(x) es una solucién particular del siste-
ma inhomogéneo. Por dltimo, se comprueba facilmente que la solucién del problema de valores inicia-
les (2.3) es

y(x) = Y(x)Y_l(xo) Yo + /x Y(x)Y_l(s)b(s) ds |, Vxel. (2.14)

X0

2.2 Sistemas con coeficientes constantes

Como hemos visto en la seccidn anterior, la dificultad para resolver el sistema inhomogéneo (2.1) estriba
en determinar una matriz fundamental del correspondiente sistema homogéneo, ya que si se conoce
tal matriz la solucién general del sistema inhomogéneo puede expresarse mediante cuadraturas (cf. la
ec. (2.13)). En esta seccion veremos que cuando la matriz A(x) del sistema (2.1) es constante es posible
en principio construir una matriz fundamental del correspondiente sistema homogéneo

y =A4y, AeM,R). (2.15)

Serd de gran utilidad admitir soluciones complejas y : I C R — C" del sistema anterior. Al ser
por hipdtesis los coeficientes a;; de la matriz A reales, es inmediato probar los siguientes resultados
elementales:

i) y: I CR — C" essolucion de (2.15) <= 7V es solucidn de dicho sistema.
ii) y: I C R — C" essolucién de (2.15) <= Re y,Im y son soluciones de dicho sistema.

Por analogia con las ecuaciones lineales escalares estudiadas en el capitulo anterior, busquemos una
solucién del sistema (2.15) de la forma y(x) = e**v, donde A € C y v € C” son constantes, y v # 0.
Al ser

Y(x) =AMy, Ay(x) = e Av,

se obtiene inmediatamente el siguiente resultado, que serd fundamental en lo que sigue:

Proposicion 2.9. y(x) = e*v (con A € C yv € C" constantes, y v # 0) es solucion de (2.15) si y
solo si v es autovector de A con autovalor A.
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2.2.1 A diagonalizable

El resultado anterior permite construir ficilmente una matriz fundamental de (2.15) cuando su matriz
de coeficientes A es diagonalizable, es decir cuando existe una matriz invertible constante (en general
compleja) P tal que P~' AP es una matriz diagonal. Como es bien sabido, los elementos de la diagonal
principal de P~ AP son los autovalores (en general complejos) de la matriz A4, y las columnas de P
forman una base de C" compuesta de autovectores de A.

e Es bien sabido que los autovalores A1, ..., A, de la matriz A (donde estamos suponiendo que
Ai # Aj sii # j)son las raices del polinomio caracteristico de A, definido mediante

Pa(t) = det(t1 — 4) |. 2.16)

En otras palabras, el polinomio caracteristico se factoriza como

pa) =[] =27, (2.17)

i=1

El entero r; = 1 se denomina multiplicidad algebraica del autovalor A;. Nétese que, al ser p4 un
polinomio de grado n, de (2.17) se sigue que

Zr,- =n. (2.18)

i=1

e Un resultado elemental de Algebra lineal afirma que la matriz A es diagonalizable si y sélo si la
multiplicidad algebraica r; de cada autovalor A; coincide con su multiplicidad geométrica s;,
definida por!

s;i = dimker(A4 — A;). (2.19)

En otras palabras, s; es el nimero maximo de autovectores linealmente independientes correspon-
dientes al autovalor A;. Es bien sabido que la multiplicidad geométrica es siempre menor o igual
que la algebraica, es decir, s; < r; para todo i. Por tanto, si todos los autovalores son simples, es
decir, si r; = 1 para todo i, la matriz A es diagonalizable.

e Otro criterio para determinar si una matriz A es diagonalizable se basa en las nociones de polino-
mio minimo e indice de un autovalor. Recordemos que el polinomio minimo ¢4 de una matriz
A es el polinomio ménico® de menor grado que anula dicha matriz. La existencia del polinomio
minimo es consecuencia del teorema de Cayley—Hamilton, segin el cual p4(A) = 0. Puede pro-
barse que si el polinomio caracteristico esta dado por (2.17), entonces el polinomio minimo es de
la forma

m

¢pa)=[J¢-r)%. 1<di<r| (2.20)

i=1

Nétese en particular que el polinomio minimo divide exactamente al polinomio caracteristico. La
multiplicidad d; de A; como raiz del polinomio minimo se conoce como el indice del autovalor A;.
Se demuestra (véase, por ejemplo, [EDI2009]) que

ri=s; <+<— d;i=1. (2.21)

Por tanto
A diagonalizable <<= d;j=1,Vi=1,...,m. 2.22)

ISi A € C, a partir de ahora escribiremos por sencillez A — A en lugar de A — AL
2Un polinomio es mdnico si el coeficiente del término de mayor grado que aparece en dicho polinomio es igual a 1. Por
ejemplo, de (2.16) o (2.17) se sigue que el polinomio caracteristico de cualquier matriz es ménico.



Sistemas con coeficientes constantes 31

En virtud de la discusion anterior, si A es diagonalizable para cada autovalor A; de A podemos en-

contrar r; autovectores linealmente independientes (en general complejos), que denotaremos por v¥ ,
j =1,...,r; . Como los autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente indepen-
dientes, es inmediato probar que el conjunto

{v"f:jzl,...,r,-, i=1,...,m} (2.23)
es una base de C”. Por la Proposicién 2.9, las n funciones vectoriales (en general complejas)
P g plej
yij(x):ekixvij, j=1,...,ri, i=1,....,m, (2.24)

son soluciones del sistema (2.15). Para probar que las soluciones (2.24) forman un sistema fundamental
de soluciones de dicho sistema basta demostrar que son linealmente independientes. Pero esto es obvio,

ya que si
m ri -
> Y iy’ =0,

i=1j=1

con ¢;; € C, evaluando la identidad anterior en x = 0 se obtiene

al ser (2.23) una base. Hemos probado por tanto el siguiente resultado:

Teorema 2.10. Supongamos que la matriz A del sistema (2.15) es diagonalizable. Si los vectores (2.23)
forman una base de C", siendo v autovector de A con autovalor A;j, entonces las funciones (2.24)
son un sistema fundamental de soluciones de (2.15).

Como A es una matriz real, en la préctica suele interesar construir a partir de (2.24) un sistema
fundamental de soluciones reales de (2.15). Para ello, nétese que al ser A real podemos escoger los
autovectores v*/ de forma que se cumplan las dos condiciones siguientes:

i) SiA; € R, entonces v/ € R” paratodo j = 1,...,r;.
ii) SiA; = Ax € C \ R, entonces v*/ =Eparatodoj =1,...,ri =ry.

En efecto, la demostracion de i) es inmediata, mientras que ii) es una sencilla consecuencia de la siguiente
propiedad: si A € C es un autovalor de A € M, (R) y v es un autovector de A con autovalor A, entonces v es
un autovector de 4 con autovalor A. En particular, los autovalores complejos de A aparecen en pares (A, 1),
siendo la multiplicidad de un autovalor igual a la de su complejo conjugado.

Si se cumple la condicién i) anterior, las soluciones (2.24) correspondientes a autovalores reales A;
son automdticamente reales. Si, por el contrario, A; = a +ib conb # 0y vY = u + iw (siendo
u,w € R"™), podemos sustituir las dos soluciones complejas

e(a:l:ib)x (M + 1w)
asociadas al autovalor A; y a su conjugado por las partes real e imaginaria de una cualquiera de ellas:
e (u cos(bx) — w sen(bx)), e®* (u sen(bx) + w cos(bx)). (2.25)

(Nétese que las funciones (2.25) siguen siendo soluciones del sistema, en virtud de la propiedad ii) de la
pag. 29.) Procediendo de esta forma se obtienen n soluciones reales del sistema (2.15) de la forma (2.24)
(si el autovalor A; es real) o (2.25) (si @ £ ib es un par de autovalores complejos conjugados de A), cuya
independencia lineal se comprueba facilmente.
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Ejemplo 2.11. Consideremos el sistema (2.15) con matriz de coeficientes

0 0 1 0
0 0 0 -1
A= 100 ol (2.26)
01 0 O
cuyo polinomio caracteristico esta dado por
t 0 -1 0
_10 t 0 1) _ 2> 2 2 2
pA(t)_1 0 ¢ O—t(t+1)+t+1—(t+1).
0 —1 0 ¢
Por tanto en este caso los autovaloresde A sonA; =iy Ay, = —i = x, con multiplicidades algebraicas
r1 = rp = 2. El nicleo de A — i se calcula facilmente teniendo en cuenta que
-1 0 1 0
A= 0 -1 0 -1 -1 0 -1 O
l-1 o0 -0 01 0 —i)
0O 1 0 =

ya que las dos primeras filas son proporcionales a las dos ultimas. Una base de ker(A — i) esta formada
(por ejemplo) por los vectores

v =(1,0,i,0),  v'2=(0,i,0,1),
siendo por tanto sus complejos conjugados
v = (1,0,-1,0),  v¥=(0,-1,0,1)

base de ker(A+1). De lo anterior se deduce que s; = s, = 2, por lo que la matriz A es diagonalizable. Un
sistema fundamental de soluciones (complejas) de (2.15)-(2.26) esta dada por las funciones vectoriales

1 0
yix) =€ (i) , 2(x) = (1) . ) =ylx), yHx) = y2(x).
0 1

Para construir un sistema fundamental de soluciones reales del sistema dado, basta tomar las partes reales
e imaginarias de las soluciones complejas y! e y2. De esta forma se obtiene la matriz fundamental

COSX senx 0 0

Y(x) = 0 0 —Ssenx CcosXx
—Senx Ccosx 0 0

0 0 COSX senx

Esta matriz fundamental no es canénica (en xo = 0), ya que

0 00

0 0 1
IOO#H'

001O0

S O =

Y(0) =

Sin embargo, es evidente que colocando la dltima columna de Y(0) en segundo lugar se obtiene la matriz
identidad. De esto se sigue que la matriz

CcOS X 0 sen x 0
0 CcOS X 0 —senx
P(x)=| _ senx 0 cosx 0 (2.27)
0 sen x 0 CcOoS X

es la matriz fundamental canénica de (2.15)-(2.26) en el origen (;por qué?).
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2.2.2 A no diagonalizable

El procedimiento descrito en la subseccion anterior para construir un sistema fundamental de soluciones
de (2.15) no es aplicable si la matriz A no es diagonalizable, es decir si la multiplicidad geométrica s;
de algiin autovalor A; de A es estrictamente menor que su multiplicidad algebraica r;. En efecto, en este
caso s6lo podemos construir s1 + -+« + 8§y, < r1 + -+ + = n soluciones linealmente independientes
de la forma (2.24).

Para construir un sistema fundamental de soluciones de (2.15) cuando la matriz de coeficientes A no
es diagonalizable, buscamos soluciones ligeramente mds generales que (2.24), de la forma

k .
i
Y =3 Tl (2.28)
— !
J_
conv/ € C" para j = 0,...,k. En este caso
Akxj'kkxj_l' Akxj +1 '
’ _ x A x J — Ax T J
y'(x) = Ae Zj!v +e Z(j—l)!v =e Zj!(v + Av’),
Jj=0 Jj=1 Jj=0

donde por definicién vk*+1 = 0. Por tanto la funcién vectorial (2.28) es solucion del sistema (2.15) siy

s6lo si se cumplen las relaciones
/T = (A=, j=0,... .k,

es decir si _ '
v =A=2)7", j=0,....k: (A=t =0, (2.29)

donde hemos utilizado la condicién v¥+! = 0. Por tanto
00 € ker(4 — )R (2.30)

siendo ademds v® # 0, pues en caso contrario (2.28) se anularfa idénticamente. De lo anterior se sigue
también que A es un autovalor de A. En efecto, al ser v° # 0 la ec. (2.30) implica que existe / € N con
0</<ktaquevi =(A—-1)"#£0y(4—21) T =0,y por tanto

A== A=A -1)=U-1)Th =0.

La discusién anterior demuestra el siguiente resultado, que generaliza la Proposicién 2.9:

Proposicion 2.12. Si A € C es un autovalor de la matriz Ay v € C" es un elemento no nulo de
ker(A — A%t entonces la funcion vectorial

k .
xJ .
yE) =My (A- v
j=0 7’

es una solucion no trivial del sistema (2.15). Reciprocamente, si (2.28) es solucion de (2.15) entonces
A es un autovalor de A'y los vectores vj satisfacen (2.29).

Definicion 2.13. Si A es un autovalor de la matriz A, diremos que un vector no nulo v € C” es un
autovector generalizado de autovalor A si (A — A)/ v = 0 para algin j > 1.

e Es inmediato probar que el conjunto de todos los autovectores propios generalizados de autova-
lor A, junto con el vector cero, forman un subespacio vectorial de C”. Esto motiva la siguiente
definicién:
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Definicion 2.14. Llamaremos subespacio propio generalizado correspondiente a un autovalor A de A
al subespacio vectorial E) formado por sus autovectores propios generalizados junto con el vector 0.

e Noétese que cualquier autovector es por definicién un autovector generalizado, y por tanto

ker(4—2) C Ey|. 2.31)

Aceptaremos sin demostracion las siguientes propiedades fundamentales de los subespacios propios ge-
neralizados de la matriz A, cuya justificacién puede verse, por ejemplo, en M. W. Hirsch y S. Smale,
Ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal (Alianza, Madrid, 1983):

Proposicion 2.15. Sean Ay, ..., Am (con i # Aj sii # j) los autovalores de A, y sean r; y d; la
multiplicidad algebraica y el indice del autovalor A;. Entonces se verifica:

i) Ej, = ker(4 —A)% .
i) dimE;, =r;.

iii) C" :Ekl @-'-@Exm.

e La dltima igualdad es equivalente a la siguiente propiedad: si B; es una base de £, (coni =
1,...,m), entonces B = By U---U B,, es una base de C”.

e De (2.31) y del apartado ii) de la proposicién anterior se sigue inmediatamente que r; = §; si y
s6lo si £, = ker(4 — A;). Por tanto

A diagonalizable <<= E, =ker(A—21;), Vi=1,....m.

Veamos a continuacioén que el sistema (2.15) posee un sistema fundamental de soluciones de la
forma (2.28). En primer lugar, si A es un autovalor de A de multiplicidad algebraica r e indice d, por el
apartado ii) de la Proposicién 2.15 cualquier base de £} estard formada por r vectores {v!, ..., v"}. En
virtud de la Proposicién 2.12 (con k = d — 1), las r funciones vectoriales

d—1 j
y’(x):e*xz%(A—/\)fu’ Col=1,...r, (2.32)
j=0"7"

son soluciones de (2.15). Procediendo de esta forma con los m autovalores de A obtenemos un conjunto
de r; + -+ + rp, soluciones de (2.15), cuya independencia lineal se demuestra, como en el caso de las
funciones (2.24), observando que yl 0) = vl y teniendo en cuenta el primer comentario tras la Proposi-
cién 2.15. Hemos probado por tanto la siguiente generalizacion del Teorema 2.10:

Teorema 2.16. Las funciones vectoriales de la forma (2.32), donde A es cualquier autovalor de A y
{vl,... "} es una base del subespacio propio generalizado Ej, forman un sistema fundamental de
soluciones del sistema (2.15).

Al igual que en la subseccién anterior, si A € My, (R) se puede reemplazar el sistema fundamen-
tal (2.32) por otro real. Para ello basta observar que, al ser la matriz A real, de nuevo es posible escoger
los vectores v de forma que cumplan el andlogo de las condiciones i)—ii) de la pag. 31, es decir,

i) SiA € R, entonces vl e R? paratodo/ =1,...,r.

ii) SiA € C\Ry{v!,...,v"} es una base de E; entonces A también es autovalor, con las mismas
multiplicidades e indice que A, y podemos tomar como base de £ el conjunto { vl, . .7 }
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En tal caso, si el autovalor A es real las soluciones (2.32) son autométicamente reales, al ser los corres-
pondientes vectores v! (I = 1,...,r) reales. Por otra parte, si A = a + ib es un autovalor complejo las
r soluciones asociadas al autovalor A son las complejas conjugadas de las soluciones asociadas a A. Por
tanto podemos reemplazar las 2r soluciones (2.32) asociadas a los autovalores A y A por las partes real e
imaginaria de (2.32). Més concretamente, si llamamos

(A—)L)jvl —ul iwl, u owl e R, I=1,....r. j=1,....d -1,
entonces las 2r soluciones reales de (2.15) asociadas a los autovalores a + ib estan dadas por

d—1

ey

Jj=0

donde ! = 1,...,r. Es facil comprobar que las n soluciones reales de (2.15) obtenidas de este modo

siguen siendo linealmente independientes, por lo que forman un sistema fundamental de soluciones de
dicho sistema.

d

|
—_

J

=
| =

J . . . )
5 [cos(bx)ulf —sen(bx) wlf], e?* y [sen(bx)ulJ + cos(bx)wlf],
J! ‘!

~.
Il

A partir de las consideraciones anteriores se obtiene facilmente el siguiente teorema:

Teorema 2.17. Las soluciones del sistema homogéneo con coeficientes constantes y' = Ay, con
A € M, (R), son combinaciones lineales con coeficientes en R" de funciones de la forma

x7 e cos(bx) xKe® sen(bx),

donde a 4 ib (con b = 0) es un autovalor de A, y los exponentes j, k son estrictamente menores que
el indice de dicho autovalor.

Demostracion. En primer lugar, es evidente que todas las soluciones del sistema fundamental real de (2.15)
que acabamos de construir son de esta forma. Basta entonces observar que una solucién arbitraria
de (2.15), al ser combinacion lineal (con coeficientes en R) de soluciones de la forma anterior, es también
de dicha forma. O

e Sea A un autovalor de la matriz A € M, (R), y seav € E tal que

A-Nkv=0, UA-1FTv£o0]

Es facil probar entonces que los k vectores
V=A-Hy, 1 =1,... k,

son linealmente independientes. En efecto, si

k k
chlech(A—/\)k_lvzo, ceC,
I=1 =1

aplicando sucesivamente a la identidad anterior los operadores (A—A) =1, (A—21)k=2, ... (4=))
se obtiene inmediatamente ¢ = ¢ = -+ =c¢1 = 0.

e FEl resultado anterior es muy util a la hora de construir una base de £, respecto de la cual las
soluciones (2.32) asociadas al autovalor A adopten la forma mds sencilla posible. Supongamos,
por ejemplo, que el autovalor A tiene multiplicidad algebraica r = 2 y geométrica s = 1. En este
caso es facil ver que el indice d del autovalor A es igual a 2 (en virtud de (2.21) y de la desigualdad
d < r),y por tanto

E; =ker(4 — )%, dimE; =2.
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Siv € ker(4 — 1)? \ ker(4 — 1), por lo que acabamos de ver los vectores
vl = (A4- M), v = (2.33a)
son linealmente independientes, y por tanto forman una base de E . Teniendo en cuenta que
A-=vl=U-D*v=0,

las dos soluciones linealmente independientes de la forma (2.32) asociadas al autovalor A son en
este caso

yl(x) = Mol y2(x) = e** (0% + xvh) . (2.33b)

Ejemplo 2.18. Hallemos una matriz fundamental del sistema

[ T
y=4y., A=[2 1 -1]. (2.34)
0 -1 1

El polinomio caracteristico de la matriz A es

r—1 -1 -1
pa)y=|-2 t—1 1 |=@¢-D@*>=-20)4+2Q-1)=@-2)t>—t-2)=(+ 1)t —2)>.
0 1 -1

Los autovalores de A son por tanto A1 = —1, A, = 2, con multiplicidades algebraicas r{ = 1, r, = 2.
La solucién de (2.34) asociada al autovalor simple —1 es y!(x) = e *w, siendo w un autovector de A4
de autovalor —1. Teniendo en cuenta que

2 1 1
2 1 1 2 0 3
A+1=12 2 -1 ~( )N( ),
0 -1 2 0 -1 2 0 -1 2

podemos tomar w = (—3, 4, 2), lo que proporciona la solucién

-3
Yy =e| 4
2

Construyamos a continuacion las dos soluciones linealmente independiente de (2.34) ligadas al segundo
autovalor A, = 2. En primer lugar, al ser

-1 1 1
A-2= 2 -1 -1
0 -1 -1

claramente de rango 2, se tiene
sp = dimker(4 —2) =3 —rank(4—2) = 1.

Por el comentario anterior, las dos soluciones linealmente independientes asociadas al autovalor 2 son de
la forma (2.33), siendo v un vector tal que (4 — 2)%v = 0, (4 — 2)v # 0. Como

3 -3 -3
(A=22%2=|-4 4 4],
-2 2 2
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podemos tomar, por ejemplo, v = (1, 1, 0), lo que conduce a las soluciones

0
y2x)=e>*(A-2w =¢e>*| 1],
—1
1
y3(x):ezx[v+x(A—2)v] =21 ] +xe®| 1] =e|x+1
0 — —X
En definitiva, una matriz fundamental del sistema (2.34) estd dada por
-3¢ 0 e?*
Y(x) = (0 (x) y2(x) y°(x)) = | 4e7* ¥ 2 (x+1)]. (2.35)
2e™%  —e?*¥ —xe?*

2.2.3 Exponencial de una matriz

Consideremos de nuevo el sistema homogéneo con coeficientes constantes (2.15), y denotemos por E(x)
su matriz fundamental candnica en xo = 0, que satisface

E'(x) = AE(x), E0)=1.
Derivando las igualdades anteriores se deduce que
E®(x)=A*E(x), k=01,...,
donde por definicion B® = 1 para cualquier matriz B, y por tanto
E®©) =4, k=o0,1,....

Puede demostrarse (véase, por ejemplo, [EDI2009]) que la serie de Taylor de E(x) centrada en el origen
converge a E(x) paratodo x € R y para toda matriz A, es decir

E()=) % A7, VxeR. (2.36)
j=0 7"

Por analogia con el caso escalar, se define la exponencial de una matriz B € M,,(C) mediante

po—
B/

eB = — | (2.37)
j=0

De nuevo, no es dificil demostrar (cf. [EDI2009]) que la serie anterior converge para toda matriz B.
De esta definicién y de (2.36) se sigue entonces que e*4 es la matriz fundamental canénica del sistema
homogéneo con coeficientes constantes (2.15). Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales

y'(x) = Ay(x)
y(0) = yo

estd dada por
y(x) =e"yo.

Para todo ¢ € R fijo, la matriz £ (x + ¢) (considerada como funcién de x) es una matriz fundamental
del sistema (2.15), dado que

d
d—E(x+t)=E’(x+t)=AE(x+t), Vx eR.
X
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Por otra parte, E(x) E(t) es otra matriz fundamental de (2.15), al ser £ (¢) una matriz constante invertible
(recuérdese que E(x) es invertible para todo x € R, por ser una matriz fundamental). En x = 0, tanto
E(x +t) como E(x)E(t) toman el mismo valor E(¢), por lo que E(x +t) = E(x)E(t) para todo
x,t € R. En otras palabras,

’e(x“)A = ¥ et4 ‘ (= e'de*), Vx,t e R. (2.38)
Haciendo ¢t = —x se obtiene la identidad
(e’“‘l)_1 =e X4 Vx e R.

De las dos identidades anteriores se deduce que e¥4(e¥04)~1 = ¢(X=X0)4 ¢5 |3 matriz fundamental
canodnica de (2.15) en xg. Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales

y'(x) = Ay(x)
y(x0) = yo

esta dada por

y(x) = A0y,

De la identidad (2.38) y la expresion (2.13), obtenida al aplicar el método de variacidn de constantes, se
sigue que la solucion general del sistema inhomogéneo asociado a (2.15)

y' = Ay + b(x), conb : I — R”" continua,
viene dada por

X X
y(x) = e¥c 4 ¥4 / e SAp(s)ds = e¥c + / G 4p(s)ds, ¢ e R". (2.39)

Si imponemos ademads la condicidn inicial y(xg) = yo la solucién buscada es (cf. la ec. (2.14))

X
y(x) = eAx=%0) 0 —i—/ eC=94p(5) ds |.
X0

Ejemplo 2.19. Hallemos la matriz fundamental canénica e*4 del sistema (2.15) con matriz de coeficien-
tes (2.26) utilizando la definicién (2.37). Para ello, basta tener en cuenta que A2 = —1, por lo que las
potencias de A estdn dadas por

k— (—pk1, A+ =(—nk4a, k=o0.1,....
Sustituyendo en la ec. (2.37) separando las potencias pares de A de las impares se obtiene

A i xzk )k - i 2k+1 ( l)k - 4
(&) = — = COS X s€n x s
‘ (2k)! < (2k +1)!

que coincide con el resultado obtenido anteriormente (cf. la ec. (2.27)).

e La mayor parte de las veces, no es conveniente utilizar directamente la definicién (2.37) para
calcular la matriz fundamental canénica ¢4 del sistema (2.15). Si se conoce cualquier matriz
fundamental Y (x) del sistema (2.15), siempre podemos calcular la matriz e¥4 mediante la férmula

=Y(x)Y(0)!. (2.40)
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Ejemplo 2.20. Calculemos la exponencial e*4, siendo A la matriz (2.34). Utilizando la ec. (2.35) se

obtiene .

-3 0 1 IR
Yyoo&l=| 4 11 =3 -2 2 -7,
2 -1 0 6 3 3
y por tanto
L3 0 e?* -1 1 1
¥ = 5 4e™* e e2X(x+D|| -2 2 -7
2e7% e —xe?* 6 3 3
1 6e2* + 3e™* 3e2¥ —3e7* 3e2* —3e™*
= —[2e2*Bx +2) —4e™™ e**(Bx+5) +4e* e2(Bx—4) +4de*|]. (2.41)

2e2%(1 —3x) —2e™* 2 —e**(3x +2) e>*(7—3x)+ 2%

e Un caso particular importante en que es muy sencillo calcular la exponencial matricial e¥4 es el

caso en que la matriz A es diagonalizable. En efecto, si llamamos w1, ..., i, a los autovalores
de A (donde cada autovalor estd repetido tantas veces cuanta sea su multiplicidad algebraica) y
{v!,...,v"} es una base de C” formada por autovectores de A, de forma que Av’ = p;v’ para
i =1,...,n, hemos visto en la Subseccién 2.2.1 que una matriz fundamental de (2.15) estd dado
por
e/“lflx
Y(x) = (eM¥o! ..o efny") =P ,
e:u’nx
siendo P = (v! --- v™). De la definicién (2.37) se sigue inmediatamente que
eu/lx
— exJ
eMnX
H1
siendo J = la forma candnica de la matriz A. Teniendo en cuenta que Y (0) =
KUn

P, de (2.40) se deduce que

’exA — PexJP—l )

e En la siguiente subseccién veremos un método muy eficiente para calcular e*4 vélido tanto para
matrices diagonalizables como no diagonalizables, y que no requiere el conocimiento a priori de
una matriz fundamental del sistema (2.15).

2.2.4 Polinomio interpolador de Lagrange

Uno de los métodos mas efectivos para el cdlculo de la exponencial de una matriz es el basado en el
polinomio interpolador de Lagrange, que describiremos a continuacién. (De hecho, como se muestra en
[EDI2009], se puede utilizar este método para calcular cualquier funcién matricial f(A) de una matriz
A € M,(R),donde f : C — C es una funcién analitica.) Para poder utilizar el método del polinomio
interpolador de Lagrange recordemos que el polinomio minimo (2.20) es el polinomio ménico de menor
grado que anula la matriz A. Si denotamos por
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el grado del polinomio minimo, al ser ¢4(A) = 0, en la serie de la exponencial
a_ X
X — —_
¢ = Z k! A
k=0

podemos expresar cualquier potencia A¥ con k = d en términos de potencias A/ con j < d. Por tanto,
para cada matriz A existe un polinomio P(z) (que depende de x y de A) tal que

e = P(A), degP <d-—1]|. (2.42)

Dicho polinomio es tnico, ya que si Q es otro polinomio de grado a lo sumo d — 1 que cumple
e*4 = (Q(A), entonces P — Q serfa un polinomio de grado menor que ¢4 que anula a la matriz A,
y por tanto P — Q = 0. El polinomio P definido por (2.42) se denomina polinomio interpolador de
Lagrange para la funcién e¥4. En la practica, para el calculo de P se suele utilizar el siguiente resultado
[EDI2009]:

Proposicion 2.21. El polinomio

P(z)=ao+ a1z +--+ag_1z¢7!

es el polinomio interpolador de Lagrange para la funcién ¥4 si y sélo si verifica las ecuaciones

POy =xler*;  i=1,....m, j=0,....di—1, (2.43)

siendo d; el indice del autovalor A;.

e Las condiciones (2.43) son un sistema lineal de dy + --- + d;,, = d ecuaciones que determinan
los d coeficientes del polinomio P.

Ejemplo 2.22. Calculemos e*4 para la matriz (2.34) utilizando esta vez el método del polinomio inter-
polador de Lagrange. En el Ejemplo 2.18 hemos visto que los autovalores de A son A1 = —1y A, =2
con multiplicidades algebraicas r; = 1, r, = 2 y geométricas s; = s, = 1. Los indices de los autova-
lores son por tanto dy = 1y dp = 2 (al ser s, < rp, y por tanto A no diagonalizable). Otra forma de
deducir que d» = 2 es comprobar que

2 1 I\/-1 1 1 Lo
A+DA-2=|2 2 =1 2 =1 =1]=(2 . .]#0,
0 -1 2/\ 0o -1 -1

de modo que el polinomio minimo coincide en este caso con el caracteristico. Como el polinomio minimo
es de grado 3, el polinomio interpolador de Lagrange para la funcién e*4 debe ser de la forma

P(z) = g+ o127 + az>.

Los coeficientes ag, o1, ap se determinan mediante las ecuaciones (2.43), que en este caso son

P(-l)=ap— ai+ ar=¢"

P(2) = ag + 2001 + 4oy = e**
P'(2) = o) +4day = xe?* .

Resolviendo este sistema se obtiene

oy = 1 (e**(5—6x) + 4e7F), oy =

5 (ezx (4—3x)—4e™), o=

(e**(Bx — 1) +e7¥).

o | -
ol -



Ecuaciones lineales 41

Sustituyendo en el miembro derecho de

1 1 1 311
el =PA =ag+uA+aA? =apl +a1|2 1 —1]+a| 4 4 0
0 -1 1 —2 -2 2

se obtiene facilmente la expresion final de la ecuacién (2.41).

2.3 Ecuaciones lineales

2.3.1 Espacio de soluciones

Definicion 2.23. Una ecuacion lineal de orden » es una ecuacion diferencial de la forma

U™ a1 ) uD b b a 0w 4 ap(x)u = b(x) |, (2.44)

donde las funciones @; : R - R (i = 0,...,n — 1)y b : R — R son continuas en un intervalo /.
Diremos que la ecuacion (2.44) es homogénea si b = 0 en /, ¢ inhomogénea o completa en caso
contrario.

Como se vio en el Capitulo 1 (pagina 16), toda ecuacién diferencial de orden n puede escribirse
como un sistema de n ecuaciones de primer orden. El sistema de primer orden (1.65) asociado a la
ecuacion (2.44) es el sistema lineal

Y =Ax)y +bx)en, (2.45)
donde
0 1 0 0
0 0 1 0
Ax) = (2.46)
0 0 0 1
—ao(x) —ai(x) —ax(x) ... —ap—1(x)

se denomina matriz compaiiera de la ecuacion (2.44). Nétese, en particular, que

AW = —an-1(x)

, (2.47)

expresion que utilizaremos mas adelante. Al ser las entradas de la matriz compaiiera A(x) y la funcién
b(x) continuas en el intervalo I, el Teorema 2.2 garantiza que el problema de valores iniciales dado por
la ecuacion (2.44) con las condiciones iniciales

u(xo) = ug, u'(xg) =uy, ..., u(”_l)(x()) = Uu_1 (xoel) (2.48)

tiene solucion unica definida en todo [/ :

Teorema 2.24. Si las funciones a; : I — R (i = 0,...,.n—1)y b : I — R son continuas en
el intervalo 1, el problema de valores iniciales (2.44)-(2.48) posee solucion iinica definida en todo 1
para cualquier dato inicial (xg, Ug, ..., Un—1) € I x R™,

Utilizaremos una notacién andloga a la de los sistemas lineales de primer orden, denotando por S el
conjunto de soluciones de la ecuacion (2.44), y por Sp el de la correspondiente ecuacion homogénea

u™ +ap 1 ()u Y 4 pay (x) U +ag(x)u =0]. (2.49)

Nétese que ambos conjuntos estan contenidos en C” (/). Razonando como en el caso de los sistemas de
primer orden se prueban inmediatamente las siguientes propiedades:
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e Si @1, @2 son dos soluciones de la ecuacién homogénea (2.49), entonces cualquier combinacién
lineal Ag; + e, con coeficientes A, i € R sigue siendo solucion. En otras palabras, el conjunto
So de soluciones de la ecuacion homogénea (2.49) es un espacio vectorial real (principio de
superposicién lineal).

e La solucién general de la ecuacion inhomogénea (2.44) es de la forma u = u, + uy, donde
up es una solucion particular fija de dicha ecuacién y uy, es la solucién general de la ecuacién
homogénea correspondiente (2.49). Equivalentemente, el conjunto de soluciones de la ecuacion
inhomogénea (2.44) es el espacio afin S = up, + Sp , donde uy, es un elemento fijo de S.

Para determinar la dimensién del espacio Sp utilizaremos la siguiente propiedad:

e Si ¢1...., ¢ son soluciones de la ecuacién lineal homogénea (2.49), y denotamos por y' =

(7 <pi(n_1)), i = 1,...,k, las correspondientes soluciones del sistema lineal de primer

orden asociado, entonces
{o1...., ¢} linealmente independientes <=  {y!,..., yk } linealmente independientes .
La implicacién (=) es evidente. En cuanto al reciproco, supongamos que
A1+ -+ Ak =0, Ai €R.
Derivando n — 1 veces esta igualdad se sigue que
Ayt Ay =0,
yportanto A} = --- = Ay = 0, al ser {y!, ..., yX} linealmente independientes por hipétesis.

De la propiedad anterior y el Teorema 2.3 se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 2.25. El espacio Sg de soluciones de la ecuacion homogénea (2.49) es de dimension n.

Definicion 2.26. Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea (2.49) es una base
{@1,...,0n} de su espacio de soluciones Sy.

e Si{p1,...,@,} esun sistema fundamental de soluciones de (2.49), entonces cualquier solucién u
de dicha ecuacién puede expresarse como

u(x) = Zci(/)i(x)7 ci €RY.

i=1

Definicion 2.27. Dadas n soluciones ¢, ..., ¢, de la ecuacion homogénea (2.49), su wronskiano se
define como el wronskiano de las correspondientes soluciones del sistema lineal asociado, es decir,

p1(x) ... @alx)
p1(x) o ()
Wlpt, ..., onl(x) = 1: " (2.50)
1 -1
A BN 69
Utilizaremos frecuentemente la notacion abreviada W(x) en lugar de W{gy, ..., ¢»](x) cuando que-
de claro por el contexto a qué soluciones ¢, . .., ¢, nos estamos refiriendo. Al igual que en el caso de

los sistema lineales de primer orden, mediante el wronskiano es inmediato determinar la independencia
lineal de un conjunto de n soluciones de la ecuacién lineal homogénea (2.49), de acuerdo con la siguiente
proposicion:
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Proposicion 2.28. Sean ¢1, ..., ¢, soluciones de la ecuacion homogénea (2.49) en el intervalo 1. En-
tonces {1, . .., Yn} son linealmente independientes <= W{p1,...,0n](x) #0, Vx € I.

Demostracion. Si y',..., y" son las soluciones del sistema asociado de primer orden correspondientes
agi,..., ¢, del comentario previo al Teorema 2.25 y la Proposicién 2.7 se sigue que

(o1, ony 11, = L. .y L. < Wl ..., y"(x)#0, Vxel.

Pero, por definicién, W[y!,..., y"](x) = Wle1, ..., ¢n](x). O

e Sigi,...,q, sonsoluciones de la ecuacién (2.49), por el comentario tras la Proposicién 2.7 o bien
Wle1,...,0n](x) # 0 paratodo x € I, 0 bien W1, ...,¢u](x) = 0 para todo x € I. Luego
basta comprobar que W @1, ..., ¢,](xo) # 0enun cierto xo € I para garantizar la independencia
lineal en I de dichas soluciones.

e Sean ¢1,..., ¢, soluciones de la ecuacion (2.49), y sea W(x) su wronskiano. Como la matriz
compaiiera (2.46) verifica tr A(x) = —an—1(x), la férmula de Abel-Liouville (2.12) se reduce a
X
W(x) = W(xg)e Jxo@n-1@dr] o 2.51)

Notese que la afirmacion del comentario anterior se sigue directamente de esta férmula, y que el
wronskiano es constante si el coeficiente a,—1(x) se anula idénticamente en /.

2.3.2 Reduccion del orden

En general, no es posible calcular un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.49)
en forma explicita, es decir, en términos de los coeficientes a; (x) y sus primitivas. Sin embargo, en el
caso de una ecuacién de segundo orden

u” + a1 (x)u’ +ag(x)u =0, (2.52)

si se conoce una solucién no idénticamente nula se puede expresar la solucién general mediante cuadra-
turas. En efecto, si ¢(x) es una solucién particular no trivial de la ecuacién (2.52), y denotamos por u(x)
una solucién cualquiera de dicha ecuacion, de la férmula de Abel-Liouville (2.51) se sigue que

o’ — ¢/ () u = ke Jro @1 ()45

siendo k = W, u](xo). Integrando esta ecuacion lineal de primer orden para u obtenemos facilmente
la siguiente expresion de la solucion general de (2.52):

x o= Jap a1(s) ds

= o) ko) [ ST,
u() = g0+ ko) |
Por tanto, ¢(x) y la nueva solucién
x e—f;Oal(s) ds
= —d 2.53
b= [ S .53

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.52), ya que (por construc-
cién) Wig, ¢¥](xo) = 1 # 0.
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Comentario. En el caso de la ecuacion homogénea (2.49) de orden n > 2, el conocimiento de una
solucién particular no trivial ¢(x) permite reducir dicha ecuacion a otra ecuacion lineal homogénea de
orden n — 1 mediante el cambio de variable

u /

Por ejemplo, supongamos que ¢(x) % 0 es una solucion particular de la ecuacién de tercer orden

u” 4+ ar(X)u” + ay ()’ + ag(x)u =0, (2.55)
Escribiendo el cambio de variable (2.54) como u = ¢(x) [ ¥ z, obtenemos
u =¢'x) [Tz 4+ o)z,
u’ = ¢"(x) [Tz 420" (x)z + o(x)7',
u” =" (x) [Tz +3¢"(x)z + 3¢’ (x)z' + p(x)z".
Sustituyendo estas expresiones en (2.52), y teniendo en cuenta que ¢(x) es solucién de dicha ecuacion, se
obtiene la siguiente ecuacion de segundo orden para z:

9(0)2" 4 [3¢'(x) + a2()e(x) ]2’ + [3¢” (x) + 2a2(x)¢’(x) + a1(X)e(x)]z = 0.

En general, se puede probar (ver L. Elsgoltz, Ecuaciones Diferenciales y Cdlculo Variacional, Ed. URSS,
Moscu, 1994) que si se conocen k soluciones linealmente independientes de una ecuacién lineal homo-
génea de orden n, se puede transformar dicha ecuacién en una ecuacion lineal homogénea de orden n —k
aplicando sucesivamente cambios de variable de la forma (2.54). En particular, si se conocen n — 1 so-
Iuciones de la ecuacion (2.49), es posible expresar su solucién general en términos de cuadraturas tras
reducirla a una ecuacién lineal de primer orden mediante este procedimiento.

2.3.3 Método de variacion de constantes

Al igual que para los sistemas lineales de primer orden, si se conoce un sistema fundamental de solu-
ciones de la ecuacién homogénea (2.49) es posible expresar la solucién general de la ecuacién inhomo-
génea (2.44) correspondiente mediante cuadraturas. En efecto, sea {¢1, ..., ¢, } un sistema fundamental
de soluciones de la ecuacién (2.49), y sea @(x) la correspondiente matriz fundamental del sistema de
primer orden asociado, es decir,

p1(x) ... on(x)
O(x) = ¢ :(x) .. @y, :(x)
" V) el )

La solucién general del sistema de primer orden (2.45) asociado a la ecuacién inhomogénea (2.44) es
(ver Ec. (2.13))
X ‘1
y(x) = d(x)c + / b(t) P(x) @(1) e, dt, c=1:]eR". (2.56)
Cn
La solucién general de (2.44) es la primera componente del miembro derecho de la tltima ecuacién. Para

escribir esta solucién més explicitamente, nétese que la primera componente de @ (x) ®(t) " le, es igual
a

o1() . ea()

" n A U A (3]

) -1 _ vy yidn Mni(@) 1 . :
;qbl,(x)[%) ]in—;%(x)( VNG T we | Pl
"2y W0

P1x) .. e(x)
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donde M,; (¢) denota el menor asociado al elemento de matriz ni de la matriz @(¢), y la dltima igualdad
se obtiene desarrollando el determinante por la dltima fila. Sustituyendo la expresién anterior en (2.56)
obtenemos la siguiente expresion para la solucién general de la ecuacion (2.44):

e1(®) .. on(t)
n L O e b(1)
u(x) = Zci @i (x) +/ : : W dr |. (2.57)
i=1 o' o0
P1(x) . on(x)
En particular, para la ecuacion lineal de segundo orden
u’ +ay(x)u’ +ap(x)u = b(x) (2.58)
se tiene
* b(t
u) =cror) +an® + [ SO 0060 - pOn@la. e
Noétese que la funcién
T b()
up(x) = —[p1(t)p2(x) — p2(t)p1(x)] dt (2.60)
xo W)

es una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (2.58) que verifica las condiciones iniciales

up(xo) = up(x0) = 0.

Ejemplo 2.29. Consideremos la ecuacién de segundo orden
u’ +u=tanx. (2.61)
Hallemos en primer lugar un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
u” +u=0. (2.62)

El sistema de primer orden (2.45)-(2.46) asociado es

; _ (0 1
y-—Ay—(_lo.w (2.63)
siendo y = (u, u’). Los autovalores de la matriz A son las soluciones de la ecuacion

‘A_wzﬁ+1=0¢:A:iL

1 A

Considerando el autovalor A = i, y tomando como autovector v = (1,1), de las ecuaciones (2.25) se
sigue inmediatamente que un sistema fundamental de soluciones de (2.63) estd dado por

y'(x) = (cosx,—senx), y*(x)= (senx,cosx).
Por tanto un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.62) es
p1(x) =cosx, ¢a(x)=senx,

cuyo wronskiano es

COSX senx
W(x) =

—Ssénx COSX
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(Notese que W(x) es constante; esto es consecuencia de la férmula de Abel-Liouville (2.51), ya que
en este caso a,—1 = a; = 0.) De la ecuacién (2.59) se sigue que una solucién particular de de la
ecuacion (2.61) es

X
Up = / tant [cos? senx — sent cos x| df

* X1 —cos?t x
= senx sent dt — cos x Toosr dt = —cosx secrdr. (2.64)
cos

Para evaluar la dltima integral efectuamos el cambio de variable s = tan %, de modo que

2
1 2¢ 1 2 _
Por otro lado,
t=2cos? L —1 2 2 2 15
cost =2cos* L - 1=——_—1=—" 1= ="
2 secz% 1+tan2% 1+ s2 1+ s2
f =2 p / 2tan% 2s
sent = 2sen L cosLf = = ,
2 2 seczé 1+ s2
Luego
1+ 52 2 2 ds ds I+s
tdt = | . T 4y = | = ds = —1
/sec [l—s2 1+ s2 g /1—s2 s /1—s+/1—|—s Og'l—s

1+S2+ 2s
1—52  1—s2

= log = log|sect + tant]|.

Sustituyendo esta expresion en (2.64) y afiadiendo la solucion general de la ecuacién homogénea (2.62)
concluimos que
U =c1C08X + cpsenx —cosx log|secx + tan x|

es la solucién general de la ecuacién (2.61).

2.4 Ecuaciones con coeficientes constantes.

Un caso particular de gran interés practico en el que es posible encontrar la soluciéon general de la
ecuacion lineal (2.44) es aquél en que los coeficientes a; (x) son constantes, es decir,

u®™ + an—1 u =1 +taru +apgu = b(x)|, ag,...,an—1 € R. (2.65)

Consideremos en primer lugar la correspondiente ecuacién homogénea

u(n) + ap—1 u(n_l) + o ta u/+a0u =0/, (2.66)

cuya matriz compaiera es la matriz constante

0 1 0 0
0 0 | 0

A= : : : : . (2.67)
0 0 0 1

—ag —ai1 —dz ... —dp—1
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El polinomio caracteristico de A se calcula facilmente desarrollando det(A — A) por la tdltima fila, obte-
niéndose

AR = A" +an A" ka4 ap = p(A) | (2.68)

El polinomio p(A) se denomina polinomio caracteristico de la ecuacion (2.66). Las raices del polino-
mio caracteristico p(A) son por tanto los autovalores de la matriz compaiiera A. Se puede determinar
la forma de la solucién general de la ecuacién (2.66) aplicando los métodos de la Seccién 2.2 al siste-
ma lineal asociado (2.15)-(2.67). Sin embargo, en la prictica resulta mds fécil estudiar directamente la
ecuacion (2.66), como haremos a continuacién.

Comencemos escribiendo la ecuacion (2.66) en la forma

d
(Dn+an_1Dn_1—i—"'+alD+a0)uEp(D)u:07 DEd—
X
De la igualdad
(D =)(f(0)e!*) = f'(x)et
se sigue inmediatamente que
(D —VF(f(x)e*) = FO (x)et~ . (2.69)
Supongamos que el polinomio caracteristico p(A) se factoriza como
pA)=@A =AD" (A=A, r+-+rm=n,
donde las raices A1, ..., A;,, en general complejas, son distintas entre si. Si A; es una de estas raices

podemos por tanto escribir
pA) =g —21)"

siendo ¢(A) un polinomio de grado n — r; con g(4;) # 0. Luego p(D) = g(D)(D — A;)", y de la
Ec. (2.69) se sigue entonces que

k _ Aix\ _ Aix
p(D)(xe™) = ¢(D) [e T

Esto demuestra que las funciones

xkerix o i=1,..m, k=01, r—1| (2.70)

son solucién de la ecuacién (2.66). Como hay precisamente r; + --- + 1, = n soluciones de este tipo,
para probar que forman un sistema fundamental de soluciones de dicha ecuacién basta comprobar su
independencia lineal.

Lema 2.30. Las funciones (2.70) son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que

m ri—1

> eixkerit =0, Vx eR, .71)

i=1k=0
donde los coeficientes c¢;; son constantes complejas. Podemos reescribir esta igualdad como
Pi(x)eM* 4.4 Pu(x)et* =0, VxeR, (2.72)
ri—1
siendo Pi(x) = ). ciex® un polinomio de grado menor o igual que r; — 1. Para demostrar que to-

k=0
dos los coeficientes c;; de la ecuacién (2.71) son nulos, basta probar que los polinomios P; se anulan
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idénticamente. Para establecer este resultado, comencemos multiplicando la ecuacién (2.72) por eh1x,

obteniendo
Pi(x) + Pre*?* + ... + Pp(x)et* =0, Vx eR, (2.73)

donde los exponentes ; = A; — A1 # 0 son todos distintos entre si. Derivando esta ecuacién r; veces
se obtiene
02(x)e"?* + -+ + Om(x)e"* =0, Vx e R, (2.74)

donde Q; es un polinomio del mismo grado que P;. Repitiendo este procedimiento sucesivas veces se
llega finalmente a una ecuacién del tipo

Ry (x)e"* =0, Vx eR, (2.75)

donde R;, es un polinomio del mismo grado que P,,. De esta condicién se sigue inmediatamente que
Ry = 0, lo cual implica (al ser deg P, = deg Ry;) que P,, = 0. Como el orden de las raices A; es
irrelevante para el argumento anterior, concluimos que todos los polinomios P; se anulan idénticamente.

O

La discusion anterior y el Lema 2.30 prueban por tanto el siguiente teorema:

Teorema 2.31. Las funciones (2.70), donde r; es la multiplicidad de la raiz A; del polinomio caracte-
ristico (2.68), constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion lineal homogénea con
coeficientes constantes (2.606).

e SilaraizA; = aj + ib; es compleja, podemos sustituir las 2r; soluciones complejas

xketixeFibix k=0,1,....rj—1,

asociadas a las raices Aj y A; del polinomio caracteristico por las 2r; soluciones reales

xKe® ¥ cos(bjx), x¥e¥sen(bjx)  k=0,1,....r; —1],

que se obtienen al tomar la parte real y la parte imaginaria de las soluciones correspondientes a la
raiz A; (0 A;).

Ejemplo 2.32. Hallemos la solucién general de la ecuacion de cuarto orden con coeficientes constantes
(4) n / _
u’V+u"+u +u=0. (2.76)

El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacion es

PR =AM+ +A+1=A+D2A2 =21 +1). (2.77)
Las raices son por tanto A1 = —1 (de multiplicidad r; = 2) y las dos raices de la ecuacién
AP—A+1=0,

es decir |
dos =5 (1£iV3).

de multiplicidad r, = r3 = 1. La solucién general de la ecuacién (2.76) es por tanto
u(x) = e *(c1 + c2x) +e2 [03 cos (‘/75 Xx) + c4sen (“/75 x)] : (2.78)

concy,...,Cq4 constantes arbitrarias.
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2.4.1 Método de los coeficientes indeterminados

Una vez hallado un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.66), se puede cal-
cular la solucién general de la ecuacidon inhomogénea (2.65) para cualquier funcién b(x) utilizando el
método de variacion de constantes (ver la Ec. (2.57)). Sin embargo, para ciertas formas sencillas de la
funcién b(x) que se presentan frecuentemente en la practica, el método de los coeficientes indetermina-
dos que describiremos a continuacién permite calcular una solucién particular de (2.65) de manera més
rapida. La solucidn general de (2.65) se halla entonces sumando a esta solucién particular la solucién
general de la correspondiente ecuacién homogénea.
Supongamos, en primer lugar, que

b(x) = q(x)e"*, (2.79)

donde g (x) es un polinomio. Si r es la multiplicidad de p como raiz del polinomio caracteristico (2.68)
de la ecuacién homogénea (2.66), entonces

pPA) =piA—w) +ppA—wW ™+ pp A=)+ A=)

con pi,..., pn—r € R (6 C, si u es complejo) y p1 # 0. Nétese que esta expresion es vélida también
si u no es raiz del polinomio caracteristico, siendo en este caso r = 0. De la expresioén anterior y la
Ec. (2.69) se sigue que

PDYf @) = [p1f P + p2f V) + 4 pucr fOTV 0+ fP (0] e

Esto sugiere probar una solucién particular de la forma

up(x) = x"Q(x)e!* |, (2.80)
donde
Q() = Qo+ Q1x +--+ Qax?,  d =degq (2.81)
es un polinomio que se determina mediante la condicién
"D+ pa" QY et puy (8 DTV + (27 )W =4 (2:82)

Puede probarse que la dltima ecuacién proporciona un sistema lineal de d + 1 ecuaciones en los d + 1
coeficientes de O que siempre es compatible. Por tanto, la ecuacién (2.65) con el término inhomogé-
neo (2.79) siempre tiene una solucién particular de la forma (2.80)-(2.81), donde r es la multiplicidad de
W como raiz del polinomio caracteristico y el polinomio Q se determina mediante la ecuacién (2.82) (o
bien directamente, sustituyendo (2.80)-(2.81) en (2.65)).

Ejemplo 2.33. Hallemos una solucion particular de la ecuacién
4) " ’ _ —x
u’+u" +u +u=xe . (2.83)

Aqui . = —1 es una raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea de multiplicidad 2 (ver
la Ec. (2.77) en el Ejemplo 2.32), y ¢(x) = x es un polinomio de grado 1. Buscamos por tanto una
solucién particular de la forma

up(x) = x*(a + bx)e™™.

Para calcular p(D)u, es conveniente en este caso desarrollar p(D) en potencias de D + 1, ya que en
virtud de la Ec. (2.69) se tiene (D + 1)¥ ( f(x)e™ ) = &) (x)e™. Utilizando la férmula de Taylor para
desarrollar el factor A2 — A + 1 en potencias de A + 1 obtenemos

P =+ 1D*3-34+ 1D+ A+ 1]
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Por tanto
p(D)up =[3(2a + 6bx) —3-6ble™ =xe™* <= 3(2a + 6bx)—18b =x,

lo que conduce a las ecuaciones
6a—18 =0, 18 =1.

La solucidn particular buscada es por tanto
1
up(x) = ﬁ(f +3x2%)e™> . (2.84)

La solucién general de la ecuacién (2.83) es la suma de esta solucién particular y la solucién gene-
ral (2.78) de la ecuacién homogénea.

Ejemplo 2.34. Consideremos ahora la ecuacién
u® 4 4y = x(l + e* cos x) . (2.85)
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea es
p(A) =1%+4,
cuyas raices Ay son las raices cuartas de —4:
A = V2GR K =0,1,2,3,

es decir,
A=14+1i, Ai=-=1+1i, Ary=—-1—-i, Az=1-—1i.

Por tanto la solucién general de la ecuacién homogénea estd dada por
up(x) = e*(c1 cos x + cpsenx) + e *(c3cos x + c4senx), ¢ €R. (2.86)

Aparentemente no se puede aplicar el método de los coeficientes indeterminados a la Ec. (2.85), al no
ser el término inhomogéneo de la forma (2.79). Sin embargo, como el miembro derecho de (2.85) es la
suma de los términos

bi(x) = x, br(x) = xe* cosx,

la suma de sendas soluciones particulares u; (x) de las ecuaciones

u® +du=bi(x), i=1.2, (2.87)

es (por linealidad) una solucién particular de (2.85). El término inhomogéneo de la primera de estas
ecuaciones es directamente de la forma (2.79), con g(x) = x y 4 = 0. Como 0 no es una raiz del
polinomio caracteristico, buscamos una solucién particular de la forma u;(x) = a + bx. Sustituyendo
en la correspondiente ecuacion completa (2.87) obtenemos inmediatamente

up(x) = %

Por otro lado, al ser bp(x) = Re (xe(l"'i)x), podemos buscar una solucién particular de la segunda
ecuacion (2.87) de la forma u(x) = Reu(x), donde u(x) es cualquier solucién de la ecuacién

u® 4 4y = xe(Hdx (2.88)

El miembro derecho de esta ecuacion es de nuevo de la forma (2.79), con g(x) = x y 4 = 1 + iraiz
simple del polinomio caracteristico, por lo que ensayamos una solucién particular de la forma

u(x) = x(a + bx)e 0% = f(x)e*.
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Sustituyendo en (2.88) y utilizando la regla de Leibniz generalizada

(0 = Y (Z)f(")g(”‘k’

k=0

se obtiene

M4euxf+4M3euxf/+6uzeuxf//+4eu«xf:xe,ux — 4u3(a+2bx)+6u2-2b:x,

donde hemos tenido en cuenta que u* = —4. Por tanto
1 7! 1
8ulh =1 h=—s=——=——(1+i
H _ PER T A TAC
+3h=0 3 .
a = a=—— = — s
H L 32
y entonces

u(x) = ;—2 [3-(1+ i)x]e(1+i)x )

Tomando la parte real de esta funcion se obtiene
X X
uz(x) = T e [(3 —Xx)cosx + x senx] .
Por tanto la ecuacién inhomogénea (2.85) admite la solucién particular

up(x) = ur(x) + uz(x) = % + %ex[(S — X)cosx —i—xsenx].

La solucién general de la ecuacion (2.85) es la suma de esta solucidn particular y la solucién gene-
ral (2.86) de la ecuacién homogénea.

e En general, el método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar a la ecuacion (2.65) si
el término inhomogéneo es de la forma

1
b(x) = bi(x). (2.89)
i=1
donde
b (x) = &% [q;(x) cos(Bix) + i (x) sen(B; x)] , (2.90)
siendo o, B; € R (B; = 0),y gi,g; polinomios. Nétese que si §; = 0 la funcién b; (x) es de la

forma (2.79) con i = «;. Se puede comprobar que la ecuacion (2.65) con el término inhomogé-
neo (2.89)-(2.90) posee una solucién particular del tipo

I
up(x) = > _ui(x), (2.91)

i=1
donde
ui (x) = x"e**[Q;(x) cos(Bix) + Qi (x) sen(Bix)], (2.92)

siendo r; la multipljgidad de u;i = «; +iB; como raiz dgl polinomio caracteristico de la ecuacién
homogénea, y Q;, Q; polinomios tales que deg Q;,deg Q; < max(deggq;,degq;).
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2.5 Estabilidad

Consideremos el problema de valores iniciales para un sistema (no necesariamente lineal) de ecuaciones
diferenciales de primer orden

Y= fxy)

y(xo) = 1.
Supongamos que para 1 = ygq el problema (2.93) tiene una solucién unica en la semirrecta [xg, 00), que
denotaremos por y(x; yo).

(2.93)

Definicion 2.35. Diremos que la solucion y(x; yo) es estable si

i) Existe R > 0 tal que si |7 — yo|| < R el problema (2.93) tiene una solucién unica y(x;7) en el
intervalo [xg, 00).

ii) Paratodo & > 0, existe 0 < § < R tal que

In=yoll <& = llyGxim)—y(x;iyo)ll <&, VYx=xo. (2.94)

Se dice que la solucién y(x; yo) es inestable si no es estable. Por ultimo, diremos que la solucién
v(x; yo) es asintéticamente estable si es estable, y ademds cumple

iii) Existe 0 < r < R tal que

[n—yoll <r = lim [y(x;n) —y(x:y0)ll =0|. (2.95)
X—>00

Nota. En general, la condicién iii) no basta por si s6la para garantizar la estabilidad asintética de la
solucién y(x; yo), ya que dicha condicién en general no implica ii). Sin embargo, si el sistema (2.93) es
lineal, veremos que cualquier solucién y(x; y¢) que cumpla iii) es asintéticamente estable.

e Griaficamente, la estabilidad de la solucién y(x; y¢) significa que para cualquier ¢ > 0, podemos
encontrar un § > 0 suficientemente pequefio tal que las soluciones que parten de la bola Bg(yg)
en el instante xo permanecen en cada instante posterior x dentro de la bola de radio ¢ centrada en
y(x; yo) (ver Figura 2.1). Si ademas existe r > 0 tal que todas las soluciones que parten de B, (y¢)
para x = x tienden a la solucién y(x; yop) cuando x — oo entonces y(x; yo) es asintéticamente
estable (cf. Fig. 2.1).

Yo+

Yo+o Yo +9
Yo Yo
Yo—9o Yo—9o
Yo—71

X0
Figura 2.1: Izquierda: solucién y(x; yo) estable. Derecha: solucién y(x; yo) asintéticamente estable.

En general, la estabilidad es una propiedad de cada solucién y(x; yo) del sistema (2.93), es decir, un
mismo sistema puede tener a la vez soluciones estables e inestables. Asi, en el Ejemplo 1.17 del capitulo
anterior (pag. 20), la solucién constante y = 0 es asintéticamente estable, mientras que la otra solucién
constante y = 1 es inestable. A continuacidn veremos que los sistemas lineales son de nuevo especiales
a este respecto, ya que para ellos todas las soluciones tienen el mismo tipo de estabilidad.
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Proposicion 2.36. Si A : R - M,(R) y b : R — R” son continuas en el intervalo [xq, 00), una
solucion cualquiera del sistema lineal

y' = A(x)y + b(x) (2.96)

es estable o asintoticamente estable si y solo si lo es la solucion trivial y = 0 del sistema homogéneo
asociado.

Demostracion. Al ser A y b continuas en [xg, 00), el Teorema 2.2 garantiza que el sistema (2.96) tiene
una tnica solucién y(x; 1) definida en [xg, 00) que verifica la condicién inicial y (xg; ) = 7, cualquiera
que sea n € R”. Andlogamente, el sistema homogéneo y’ = A(x)y tiene una tnica solucion yp(x; 1)
en [xg, 00) que cumple yn(xo;7) = 1. Entonces, la funcién y(x;n) — y(x; yo) es solucién del sistema
homogéneo con dato inicial

y(xo:n) — y(x03y0) =1n—Yo.
De la unicidad de las soluciones de dicho sistema en el intervalo [xg, 00) se sigue que
y(x:n) — y(x:yo) = yn(x:n— yo).
De esta igualdad se obtiene facilmente el enunciado. O
Este resultado justifica la siguiente definicion:

Definicion 2.37. Se dice que el sistema lineal (2.96) es estable (resp. asintéticamente estable) si todas
sus soluciones son estables (resp. asintéticamente estables), o equivalentemente, si la solucién trivial del
sistema homogéneo asociado es estable (resp. asintéticamente estable). El sistema (2.96) es inestable si
no es estable.

e Notese que el sistema (2.96) tiene el mismo tipo de estabilidad que el sistema homogéneo asociado.

El siguiente resultado relaciona la estabilidad de un sistema homogéneo con la acotacién de sus
soluciones en el intervalo [xg, 00).

Proposicion 2.38. El sistema lineal homogéneo
y = AX)y, (2.97)
con A continua en [xg, 00), es estable si'y solo si todas sus soluciones estdn acotadas en dicho intervalo.

Demostracion.
=) Si el sistema es estable también lo es la solucion trivial, y por tanto existe § > 0 tal que (por ejemplo)

Inl <8 = |yn| <1, Vx=xo.

Entonces para todo x = x¢ se tiene

~ 8yo 1+ ||y0||)H _ L+ 1ol H ( . yo )H 1+ [[yoll
X; = xi—— | < ——.
L+ yoll 8 $ L+ yoll §

Iyl = |
<) Si todas las soluciones estdn acotadas para x = xg se tiene
lyCee| <Mi, i=1,....n.

Luego

n n
<3 Il My < (ZM,-) Inl = Ml Vx> xo.

D i y(xser)

i=1

lyGesm| =

Dado ¢ > 0 basta tomar § < €/ M en la definicién de estabilidad para comprobar que la solucién trivial
del sistema, y por tanto el propio sistema, es estable. O
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e Si el sistema homogéneo (2.97) es estable y la funcién matricial 4 es continua en R, de modo que
las soluciones estan definidas en todo R, dichas soluciones no tienen por qué estar acotadas en el
intervalo (—oo, x¢].

El siguiente resultado caracteriza la estabilidad asintdtica de un sistema homogéneo en términos del
comportamiento de sus soluciones cuando x — oo.

Proposicion 2.39. El sistema lineal homogéneo (2.97) es asintdticamente estable si y sdlo si todas sus
soluciones tienden a cero cuando x — oo.

Demostracion.
=) Si el sistema es asintdticamente estable también lo es la solucion trivial, y por tanto existe r > 0 tal
que
Inl <r = lim y(x;n) =0. (2.98)
xX—>00

Dado yg € R”, procediendo como en la proposicion anterior se demuestra que

ryo

_ L+ ol _
I+ ol

y(x;yo) = fy(x;n), n

Al ser ||n]| < r, de (2.98) se sigue inmediatamente que y(x; y9) — 0 cuando x — 0.

<) En primer lugar, si todas las soluciones de (2.97) tienden a cero cuando x — 0o, entonces estan
acotadas en el intervalo [xg, 00), y por tanto el sistema es estable en virtud de la proposicién anterior.
Ademais, la condicién limy—s0 y(x; yo) = 0 implica que la solucién trivial es asintéticamente estable.
Por la Proposicion 2.36, el sistema es asintoticamente estable. O

La Proposicién 2.38 no es cierta para sistemas mds generales, ni siquiera para sistemas lineales
inhomogéneos. La siguiente proposicién resume la relacién entre la acotacién de las soluciones y la
estabilidad de un sistema lineal inhomogéneo.

Proposicion 2.40. Sea el sistema
y = A(x)y + b(x), (2.99)

con A:R — M,(R)yb :R — R” continuas en [xq, 00). Entonces:
i) Si el sistema (2.99) es estable, entonces o bien todas las soluciones estdn acotadas en [xg, 00), 0
bien ninguna lo estd.

ii) Si todas las soluciones de (2.99) estdn acotadas en [xg, 00), entonces el sistema es estable.

Demostracion.

i) Basta tener en cuenta que y(x; yo) = yn(x; vo) + y(x;0) y que yn(x; yo) estd acotada en [xg, 00)
al ser estable el sistema homogéneo asociado.

i) Si todas las soluciones del sistema (2.99) estdn acotadas en [xg, 00), entonces también lo estan las
del sistema homogéneo asociado, ya que cualquier solucién de este sistema es la diferencia de dos
soluciones del sistema (2.99). Por la proposicién anterior el sistema homogéneo es estable, y por
tanto también lo es el sistema inhomogéneo.
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2.5.1 Sistemas con coeficientes constantes

Consideremos a continuacion el sistema lineal
y' = Ay + b(x), Ae M,(R), (2.100)

con b : R — R”" continua en [xg, 00), cuya estabilidad es la misma que la del sistema homogéneo
asociado

y' = Ay. (2.101)

En el siguiente teorema, cuya demostracién aparece en [EDI2009], caracterizaremos la estabilidad de
cualquiera de estos dos sistemas en términos de los autovalores de la matriz A.

Teorema 2.41.

i) Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, el sistema (2.100) es asintéticamente
estable.

ii) Si algiin autovalor de A tiene parte real positiva, el sistema (2.100) es inestable.

iti) Sitodos los autovalores de A tienen parte real no positiva, el sistema (2.100) es estable (pero no
asintéticamente estable) si los indices de todos los autovalores con parte real nula son iguales a
uno, e inestable en caso contrario.

Ejemplo 2.42. Estudiemos la estabilidad del sistema

Y1 =-)2
-
2= (2.102)
Y3 = —)a
Vi =2y1+ 3.
La matriz de coeficientes es en este caso
0 -1 0 0
1 00 0
A= 0 0 0 -1
2 0 1 0
El polinomio caracteristico es
1 0 0
=1 A 0 0o | A1 AL o 5
-2 0 -1 A

y por tanto los autovalores son
AL =1, Ar = —i,

ambos de multiplicidad algebraica 2. Por el Teorema 2.41 el sistema (2.102) no puede ser asintéticamente
estable, y serd estable sdlo si el indice de cada uno de los autovalores es 1, es decir, si el polinomio
minimo de A es

da(t) =@ - +i)=1>+1. (2.103)
Como
0 -1 0 0\ /0 -1 0 0
1 00 of[f1 00 O
2 _ — —
=10 00 =1]lo 00 =172 71,
2 0 1 2 01
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el polinomio minimo de A no estd dado por (2.103), y por tanto el sistema es inestable.

Otra forma de llegar a este resultado es recordar que el indice de un autovalor es 1 si y sélo la
multiplicidad algebraica de dicho autovalor coincide con la geométrica. Comprobemos (por ejemplo) que
la multiplicidad geométrica s; del autovalor A1 = i es menor que su multiplicidad algebraica r; = 2. En
efecto, la matriz

-1 -1 0 0
I -i 0 0
A=1=14y o 4 4
2 0 1 —i
tiene rango 3, ya que (por ejemplo) el menor
I —i 0
0 0 —1|=-2
2 0 1

es no nulo. Por tanto
s1 = dimker(A —i) =4 —rank(A —i) =1 < 2,

como habiamos afirmado.

2.5.2 Ecuaciones de orden 7
La estabilidad de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria de orden n
u®™ = F(x,u, ..., u®D) (2.104)

se define en términos de la estabilidad de las soluciones del sistema de primer orden asociado

v =f(x.y), (2.105)

donde

y=01,Y2, ..., Vn) = (u,u',...,u(n_l)), fx, )= (y2..-.yn. F(x.)).
Mis concretamente:

Definicion 2.43. Se dice que una solucién u(x) de la ecuacion diferencial de orden n (2.104) es estable
(respectivamente asintéticamente estable) si lo es la correspondiente solucién y(x) = (u x).u'(x),...,
u™=1D(x)) del sistema de primer orden asociado (2.105).

En particular, para una ecuacién lineal
u® 4 a1 () u" Y 4 a () v +ao(x)u = b(x), (2.106)

donde las funciones a; : R - R (@ =0,...,n— 1)y b : R — R son continuas en el intervalo [xg, 00),
utilizando la Proposicidn 2.36 se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.44. Una solucion cualquiera de la ecuacion lineal de orden n (2.106) es estable o asin-
toticamente estable si 'y solo si lo es la solucion trivial u = 0 de la ecuacion homogénea asociada.

e Por la proposicién anterior, todas las soluciones de la ecuacion lineal (2.106) tienen el mismo tipo
de estabilidad, y por tanto tiene sentido decir que dicha ecuacién es estable, asintéticamente estable
o inestable. Ademads, al igual que para los sistemas lineales de primer orden, la ecuacién (2.106)
tiene el mismo tipo de estabilidad que la ecuacién homogénea asociada.
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A continuacion discutiremos la estabilidad de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes, de
la forma

u® 4+ gy u™ D 4 pau fagu = b(x), ap,...,an—1 € R. (2.107)
Para ello utilizaremos el siguiente lema, para cuya demostracién nos remitimos a [EDI2009]:

Lema 2.45. El indice de cualquier autovalor de la matriz compariiera (2.67) de la ecuacion homogé-
nea (2.66) coincide con la multiplicidad algebraica de dicho autovalor.

Utilizando el Teorema 2.41 y el lema anterior, se obtiene inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 2.46. Sea p(A) el polinomio caracteristico de la ecuacion lineal con coeficientes
constantes (2.107). Entonces:

i) Sitodas las raices de p tienen parte real negativa, la ecuacion es asintéticamente estable.

ii) Si alguna raiz de p tiene parte real positiva, la ecuacion es inestable.

iii) Si todas las raices de p tienen parte real no positiva, la ecuacion es estable (pero no asintética-
mente estable) si todas las raices con parte real nula son simples, e inestable en caso contrario.

2.5.3 Criterio de Routh—-Hurwitz

El criterio de estabilidad de un sistema o ecuacién lineal con coeficientes constantes que acabamos de
deducir requiere conocer las raices del polinomio caracteristico del sistema o ecuacién considerado.
Aungque el calculo aproximado de estas raices no presenta ningiin problema, el cdlculo exacto es dificil
para polinomios de grado 3 y 4, y en general imposible para polinomios de grado superior. Serfa por
tanto deseable disponer de algin criterio de estabilidad formulado exclusivamente en términos de los
coeficientes del sistema o ecuacién, particularmente cuando dichos coeficientes dependen de pardmetros.
El caso mds interesante en la préctica, y por tanto el mas estudiado, es el de estabilidad asintética. Esto
motiva la siguiente definicién:

Definicion 2.47. Se dice que un polinomio es estable si todas sus raices tienen parte real negativa.

e Notese, por tanto, que si el polinomio caracteristico de una ecuacién o sistema con coeficientes
constantes es estable, dicha ecuacion o sistema es asintoticamente estable.

En lo que sigue s6lo consideraremos polinomios mdnicos con coeficientes reales
p)=1t"+ap "'+ --+ait +ap, ai €R, (2.108)

de la misma forma que el polinomio caracteristico de un sistema o ecuacion real con coeficientes cons-
tantes. Una condicion necesaria para que un polinomio sea estable es que todos sus coeficientes sean
positivos:

Proposicion 2.48. Si el polinomio (2.108) es estable, entonces a; > Oparai =0,...,n— 1.
Demostracion. En efecto, si las raices (no necesariamente distintas) de p son —pt1,...,—t, y —0¢1 +
iB1,...,—ag £ iBs con w;, a4, B; > 0y r + 25 = n, entonces dicho polinomio se puede escribir como

&) =t +p1)- (¢ + p) [ +a0)® + B3 [(¢ + a5)? + BZ]
= (t 4+ 1) (6 + up)(* + 201t +af + ) (% + 2a5t +a? + B2). (2.109)

Es evidente de esta férmula que todos los coeficientes de p son estrictamente positivos. O



58 SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES

La condicién anterior, aunque muy sencilla, no es general suficiente a menos que el polinomio p sea
de segundo grado. El siguiente criterio, que no demostraremos, proporciona una condicién necesaria y
suficiente para la estabilidad del polinomio (2.108):

Criterio de Routh-Hurwitz. Una condicion necesaria y suficiente para que el polinomio (2.108) sea
estable es que todos los menores principales del determinante

an—1 1 0 o ... 0 0 O

aApn—3 dp—2 dAp—1 1 0 0 0

dp—5 dp—4 AdAp—3 dp—2 ... 0 0 0
(2.110)

0 0 0 0 ... do a1 az

0 0 0 0O ... 0 0 ap

sean positivos. Ademads, si alguno de dichos menores es negativo el polinomio (2.108) tiene alguna raiz
con parte real positiva.

e Notese que el criterio de Routh—Hurwitz proporciona también una condicidn suficiente de inesta-
bilidad de un sistema o ecuacién con coeficientes constantes, cuando alguno de los menores del
determinante (2.110) correspondiente a su polinomio caracteristico es negativo.

Utilizando el criterio de Routh—Hurwitz se obtienen condiciones necesarias y suficientes de estabili-
dad asint6tica muy sencillas para valores pequefios de n, que discutiremos a continuacion.

e n = 2. En este caso las condiciones de Routh—-Hurwitz son:

a

1
ay >0, =agay >0,
1 0 ag 041

es decir

’ao >0, ap >0‘.

e n = 3. El determinante (2.110) es en este caso

an 1 0
ap dp ajz|,
0 0 ao

y por tanto el criterio de Routh—-Hurwitz proporciona las condiciones
(12>0, alaz—a0>0, ao(alaz—a0)>(),

o bien

ap>0, ay>0, ajap—ap>0]. (2.111)

Nétese que estas condiciones implican que a; > 0.

e n = 4. El determinante de Routh—Hurwitz es en este caso

as 1 0 0
ay dz das 1
0 ag di1 ajz ’
0 0 0 ap

y por tanto las condiciones del criterio son:

az >0, azaz—a; >0, HEal(a2a3—a1)—aoa§>O, aoH >0,



Estabilidad 59

es decir,

ap>0, az3>0, azaz—a; >0, a1a2a3—a%—aoa§>0.

De nuevo, es fécil ver que estas condiciones implican que ag,a, > 0. También es inmediato
comprobar que dichas condiciones son equivalentes a

apg >0, a1 >0, az>0, a1a2a3—a%—aoa§>0.

Ejemplo 2.49. Discutamos la estabilidad del sistema lineal inhomogéneo

0 4 1 0
y' =Ay +b, A=| 0 0 1|, b=[-4], (2.112)
-2 0 a 0

en funcién de los valores del parametro @ € R. En primer lugar, recordemos que la estabilidad de (2.112)
es la misma que la del sistema homogéneo asociado y" = Ay. El polinomio caracteristico de la matriz
Aes

A -4 -1
paM) =10 A -1 |=A%—aA?+21+38.
2 0 A—a

Las condiciones (2.111) se reducen en este caso a
—a>0, —-2a—8>0,

y por tanto el sistema (2.112) es asintéticamente estable si y sélo si a < —4. Ademads, si a > —4 el
sistema es inestable, ya que entonces el determinante de la matriz de Routh—Hurwitz es negativo. Sélo
queda por determinar la estabilidad del sistema en el caso a = —4, en que el polinomio caracteristico
estd dado por

pa(d) = A3 +42%2 +21 + 8. (2.113)

En este caso es posible encontrar una raiz entera (divisor de 8), concretamente A; = —4, y determinar
asf las dos raices restantes A 3 = =+ V/2i. Como todas las raices del polinomio caracteristico tienen parte
real negativa o nula, y las que tienen parte real nula tienen indice uno (al ser simples), el sistema es
estable pero no asintéticamente estable cuando a = —4.

Veamos a continuacién como podriamos razonar que el polinomio (2.113) tiene una raiz real negativa
y dos raices complejas conjugadas con parte real nula, sin necesidad de determinar explicitamente dichas
raices. En primer lugar, si a = —4 todas las raices del polinomio p4 son simples, ya que las raices de

Pud) =317 + 81 +2

son

Ar =~ (—4++10),

W —

mientras que

pa(As) = % (68 F 5/10) # 0.

Cuando una raiz de un polinomio es simple, puede probarse que dicha raiz es funcién continua de los
coeficientes del polinomio. De este hecho se sigue que p4 debe tener al menos una raiz con parte real
nula. En efecto, ninguna raiz puede tener parte real positiva, pues todas ellas tienen parte real negativa
para a < —4 y son funciones continuas de a por el comentario anterior. Tampoco es posible que todas
las raices tengan parte real negativa, ya que en ese caso se violaria el criterio de Routh—Hurwitz. Como
evidentemente A = 0 no es raiz de p4 y dicho polinomio es de grado 3, de lo anterior se deduce que py
tiene dos raices complejas conjugadas con parte real O y una raiz real negativa, como ya sabiamos.
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Capitulo 3

Soluciones en forma de serie

3.1 Puntos regulares. Ecuaciones de Hermite y Legendre

Nos dedicaremos en este capitulo al estudio de la ecuacién lineal homogénea de segundo orden

u' +ar(x)u’ +ap(x)u =0/, (3.1)

aunque los métodos que vamos a introducir a continuacién se generalizan sin dificultad a ecuaciones
lineales homogéneas de orden n > 2. En general, salvo en casos muy particulares (por ejemplo, si los
coeficientes a; son constantes), es imposible resolver exactamente la ecuacién (3.1), es decir expresar su
solucion general en términos de sus coeficientes y las primitivas de dichos coeficientes. El interés de las
ecuaciones de la forma (3.1) se debe a su aparicién en numerosos problemas de gran interés en Fisica.

Ejemplo 3.1. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula cudntica unidi-
mensional de masa m sometida a un potencial V'(s) en un estado estacionario de energia E es

(3.2)

h2
— V) + (V) = E)y(5) = 0

siendo & &~ 1,055 - 10734J s la constante de Planck reducida y v (s) la amplitud de la densidad de
probabilidad (en general compleja) de la particula. En otras palabras, la probabilidad de encontrar la

. . b - . o <
particula en el intervalo [a, b] es [, | (s)| ds. La ecuacién anterior es una ecuacién lineal homogénea
de segundo orden, que se puede escribir en la forma reducida

Y (s)+ (e —U(s)) ¥(s) =0, (3.3)
siendo o E 5
6= ’:—2 . UGs) = h—'f V(s). (3.4)

Supongamos, en primer lugar, que la particula se mueve en un campo de fuerzas constante F > 0.
Entonces V(s) = —F's, y por tanto

2mF
U(S) = —U()S , U() = 72

> 0.
Efectuando el cambio de variable
_ —2/3 _
x =-U, (e + Ups), u(x) = v(s)
(el signo menos se debe a razones histéricas) se obtiene la ecuacion de Airy
1

u' ' —xu=20]|. (3.5

61
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Esta ecuacién no se puede resolver en términos de funciones elementales. De hecho, su solucién general
se expresa en términos de funciones de Airy (que a su vez se pueden escribir en términos de funciones
de Bessel).

Consideremos ahora el oscilador arménico cudntico, para el cual el potencial es

V(s) = %ma)zsz. (3.6)

La ecuacién de Schrodinger reducida es por tanto

v+ [s—(";—w)zsz}w —0.

Efectuando el cambio

x= 55w =)
se obtiene la ecuacion de Weber
u' +A—xHu=0]|, (3.7)
siendo . E
L= 8 _ B
mw hw

una constante adimensional. De nuevo, para valores arbitrarios de A la solucién general de la ecuacién
anterior no es expresable en términos de funciones elementales, sino a través de funciones parabdlicas
cilindricas. Sin embargo, siA = 2n+1conn =0, 1,2, ... entonces la ecuacién (3.7) tiene una solucién
particular de la forma

u(x) = o5 Hy(x).

siendo H, el polinomio de Hermite de grado n. Para estos valores de A, la energia correspondiente es

E= (n + %)ha) (3.8)

Se puede probar que éstos son los Unicos valores de E para los cuales la ecuacién de Schrédinger (3.2)
con el potencial arménico (3.6) admite alguna solucién normalizable, es decir tal que

/00 |1ﬂ(s)|2ds < 00.

Por tanto, las energias de los estados ligados (con energia bien definida) del oscilador arménico cudntico
estdn dadas por la expresion (3.8). En particular, a diferencia de lo que ocurre en mecdnica clésica, las
energias de un oscilador cudntico estdn cuantizadas.

3.1.1 Puntos regulares

En esta seccién veremos que cuando los coeficientes de la ecuacidon (3.1) son suficientemente regulares,
la solucion general de dicha ecuacion se puede expresar mediante desarrollos en series de potencias.
Antes de abordar este problema, repasaremos brevemente algunos conceptos sobre funciones analiticas
de variable real que seran de utilidad en lo que sigue.

Definicion 3.2. Una funcién f : R — R es analitica en el punto xo € R si existe r > 0 tal que
o0
@) =) a@—x)f.  |x—xo <r. (3.9)
k=0

En lo que sigue utilizaremos las siguientes propiedades bien conocidas de las series de potencias:
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e Existe R € (0, o] tal que la serie (3.9) converge si |x — xo| < Ry diverge si |[x — xo| > R (en
particular, R = oo si (3.9) converge en todo R). Dicho R se denomina radio de convergencia de
la serie (3.9). La serie converge absolutamente en el intervalo de convergencia (xo — R, x9 + R),
siendo ademads uniformemente convergente en cualquier subintervalo compacto del intervalo de
convergencia.

e La funcién analitica (3.9) es infinitas veces derivable en su intervalo de convergencia, y sus deri-
vadas se pueden calcular derivando término a término la serie que la define, es decir,

P =Y ekl =1 (k= j+ D —x0)7.

k=j

Luego
re
csz, j=0,1,..., (3.10)
J!
y por tanto en el intervalo de convergencia f se puede representar mediante su serie de Taylor
centrada en xg

(k)
f()_zf (0) —x0)f.  |x—xo| <R. (3.11)

e De la propiedad anterior se sigue inmediatamente que una funcién f : R — R es analitica en xg
si es C® en xg, y la serie de Taylor de f centrada en xo converge a f en un entorno de dicho
punto.

e Si f esanalitica en xg, entonces f es analitica en todo punto del intervalo de convergencia (xo —
R,xo + R).

e Si f,g : R — R son analiticas en xg, las funciones A f + ug (con A, 4 € R)y f g son analiticas
en xo. Si, ademas, g(xg) # 0, el cociente f/g es analitico en xp.

Ejemplo 3.3. La funcién f(x) = x% (con @ € R) sélo es analiticaen x = 0si « € N U {0}. En efecto,
para cualquier otro valor de « las derivadas de la funcién de orden mayor que « son singulares en el
origen. De hecho f' ni siquiera estd bien definida para x < 0, salvo si « es un racional p/q con p,q € Z
primos entre si y ¢ impar. La funcién g(x) = |x|* estd definida en toda la recta real para o = 0, pero no
es C° (y por tanto tampoco analitica) en x = (0 a menos que « sea un entero no negativo par.

Ejemplo 3.4. Existen funciones C*° que no son analiticas. Por ejemplo, la funcién f : R — R dada
por
e~y #0

flx) = 0. x—o0

es C® en R, pero no es analitica en el origen ya que todas sus derivadas se anulan en dicho punto.

Definicion 3.5. Se dice que xo € R es un punto regular (u ordinario) de la ecuacién (3.1) si los
coeficientes ag(x) y a1 (x) son funciones analiticas en xg. El punto x¢o se dice singular si no es regular,
es decir, si ag(x) 6 a1(x) no son analiticas en dicho punto.

En otras palabras, si x¢ es un punto regular de la ecuacién (3.1) entonces tanto ag como a; admiten
sendos desarrollos en serie de potencias de x — xg

o0
ai(x):Za,-,k(x—xo)k, i=0,1,

k=0

con radios de convergencia positivos Rg y R1, respectivamente. Por tanto ambas series convergen simul-
tdneamente si |x — xg| < R = min(Rg, R1) > 0.
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Ejemplo 3.6. Si los coeficientes de la ecuacion (3.1) son polinomios en la variable independiente todo
punto es regular para dicha ecuacién. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, para las ecuaciones de Airy y
de Weber.

Ejemplo 3.7. Estudiemos cudles son los puntos regulares de la ecuacién lineal homogénea de segundo
orden
e — Du” + x> +senxu =0. (3.12)

Para ello, debemos primero escribir la ecuacion en la forma (3.1), es decir

x sen x
u’ + u + u=0, x #0.

Los coeficientes de la ecuacién son por tanto

sen x X
aO(x):ex—l’ al(x):ex—l

(x £ 0).

El numerador y el denominador de las fracciones que definen a ag y a; son funciones analiticas en todo
punto. Ademds, el denominador e* — 1 sélo se anula en x = 0. Como el cociente de funciones analiticas
es una funcién analitica en los puntos donde no se anula el denominador, concluimos que ag y @i son
analiticas en cualquier punto xo # 0. Por tanto todo punto x¢ # 0 es un punto regular de la ecuacién
(3.12).

En cuanto al punto xo = 0, aunque el denominador e* — 1 se anula en este punto, ocurre lo mismo
con los numeradores sen x y x2. De hecho, definiendo

COS X 2x

ap(0) = hn})ao(x) = hn%) = = 1, a1(0) = hn})al(x) = h_)rr})e—x =0,

los coeficientes aj son funciones analiticas en x = 0. En efecto,

0 2k+1 o0 2k

kX kY
2V G Z( o= 2V
a()(.x) = — o0 k - oo — = o0 l ’
X x* X
> > Z(1+1)z
k=1 k=1 [=0

siendo tanto el numerador como el denominador funciones analiticas en R (series convergentes de po-
tencias de x con radio de convergencia infinito; apliquese, por ejemplo, el criterio del cociente). Como
la serie en el denominador no se anula (vale 1) para x = 0, el cociente ag(x) es analitico en x = 0.
Andlogamente,

)C2 X

= k! = ¢+ 1)

es de nuevo el cociente de dos series de potencias de x convergentes en toda la recta real, con denomi-
nador distinto de cero en el origen. Luego también el origen es un punto regular de la ecuacién (3.12), y
por tanto todos los puntos son regulares para esta ecuacion.

(Cudl es el radio de convergencia de las series de Taylor de ag y a1 centradas en el punto xo? En
principio parece dificil responder a esta pregunta, ya que no es facil obtener la expresién general de
los coeficientes en estos desarrollos. Sin embargo, para calcular el radio de convergencia lo mejor es
extender las funciones ag y a; al plano complejo, es decir considerar

ay(x) =

sen gz ZZ

ﬁ’ al(z):ez—l’

ao(Z)Z ZGC,
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donde (al igual que antes) se define ap(0) = 1y a1(0) = 0. En efecto, puede probarse que el radio de
convergencia de una serie de potencias en la variable x € R no varia cuando se extiende dicha serie al
plano complejo. Las funciones ag y a1 (con ag(0) y a1(0) definidos como antes) son analiticas en todo
el plano complejo excepto en los puntos

2k = 2k, ke Z—{0},

pues en estos puntos se anula el denominador en las expresiones que definen ag y a;, mientras que el
numerador es distinto de cero (recuérdese que sen(2kmi) = isenh(2km) # 0 si k # 0). El radio de
convergencia de las series de Taylor complejas

o0
ai(@) =Y aix(z—z20*. =01, zo€C,
k=0

es igual a la distancia de z¢ a la singularidad mds préxima de la funcién a; (ya que dicha funcién no esté
acotada en un entorno de la singularidad). En particular, si zg = x¢ € R obtenemos las férmulas

Ro = Ry = {/4n2 + x2,

ya que las singularidades de las funciones ag 6 a; més préximas a un punto del eje real estdn en £2mi.
En particular, si xo = 0 entonces Rg = R; = 2m.

Teorema 3.8. Sea xo un punto regular de la ecuacion (3.1), y sean Ry y Ry los radios de conver-
gencia de las series de Taylor centradas en xo de ao(x) y ai(x), respectivamente. Entonces toda
solucion u de la ecuacion (3.1) es analitica en x, es decir, se puede representar mediante la serie
de potencias

u(x) = Z cr(x — xo)k , (3.13)
k=0

siendo el radio de convergencia de esta serie mayor o igual que R = min(Ry, Ry).

e Si x¢ es un punto regular de la ecuacion (3.1), las soluciones ug, 11 (analiticas en xg, como toda
solucién) que verifican las condiciones iniciales

uo(xo) =1, uy(xo) =0;

( (3.14)
ui(xo) =0, uj(xo) =1,

forman un sistema fundamental de soluciones, ya que su wronskiano vale 1 en xg. Como la so-
lucién (3.13) verifica u(xg) = co y u’(x9) = c1, dicha solucién se expresa en términos de este
sistema fundamental como

u(x) = couo(x) + crui(x).

e Los coeficientes ¢ € R (k = 0,1,...) del desarrollo (3.13) se calculan sustituyendo la serie
anterior en la ecuacion diferencial (3.1) e igualando a cero los coeficientes de las distintas potencias
de x — xo en la expresion resultante. Nétese que, por las propiedades de las series de potencias,
para calcular u” y u’ podemos derivar la serie (3.13) término a término.

Ejemplo 3.9. El Teorema (3.8) permite asegurar que las soluciones de la ecuacién (3.12) son analiticas
en el origen con radio de convergencia mayor o igual que 21, es decir pueden representarse por una serie
de Maclaurin

u(x) = Z ckxk (3.15)
k=0

convergente para |x| < 2.
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Ejemplo 3.10. Consideremos la ecuacién con coeficientes constantes
u —u=20. (3.16)

Como el polinomio caracteristico es p(1) = A? — 1, la solucién general de esta ecuacién es (cf. Teore-
ma 2.31)
u(x) = ae® + e, a,BeR. (3.17)

En este caso todo punto xo € R es regular, con R = min(Rp, R1) = oo (ya que los coeficientes de la
ecuacion son constantes). Por tanto las soluciones de esta ecuacion son funciones analiticas en todo R
(con radio de convergencia infinito). Desarrollemos, por ejemplo, alrededor de xo = 0. Sustituyendo la
serie (3.15) en la ecuacion (3.16) obtenemos

oo o0 o0
D ke = Dex* 2= e =3 [0+ 20+ Dega — o] x! = 0.
k=2 k=0 =0

Igualando a cero el coeficiente de x! en esta expresion obtenemos la siguiente relacion de recurrencia
que han de satisfacer los coeficientes ¢;:

C+2(+Dejpa=c;, 1=0,1,2,.... (3.18)

La relacién anterior determina los coeficientes pares en términos de co y los impares en términos de
c1, ya que relaciona c; con c¢;4, (nétese que el coeficiente de c¢;45 en (3.18) no se anula para ningin
[ = 0,1,...). Los coeficientes ¢g = u(0) y ¢c; = u’(0) quedan indeterminados por la relacién de
recurrencia (3.18), lo cual es razonable, dado que la ecuacion (3.16) debe tener una solucién para todo
valor de las condiciones iniciales u#(0) = c¢ y u’(0) = c;. La relacion de recurrencia (3.18) se resuelve
facilmente. En efecto, si co # 0 podemos escribir

Cok _ Cok Cop—2  C2 1 1 I
Co Cok—n Cop—a  Co  2k(k—1) Ck—2)2k—3) 2.1 (2k)!
J— CO
— %= Qo)

expresion que es obviamente vdlida también si ¢o = 0. Analogamente, si ¢; # 0 entonces

Cok+1 _ Cok+1 C2k—1 €3 _ 1 1 b 1
1 okt s @ Qk+ 1)@k Ck—1)2k—2) 3.2 Qk+1)
kT )

que de nuevo vale también para ¢; = 0 en virtud de (3.18). La solucién general de la ecuacién (3.18) es

por tanto
o 2k % 2k+1
u(x) = co Z 01 + C1 Z k=N = cgcoshx + cysenhx.
= k! = @+ 1)

Esta expresion de la solucion general de (3.16) es equivalente a (3.17) con ¢ = (co + ¢1)/2y B =
(co—c1)/2.

Ejemplo 3.11. Consideremos a continuacion la ecuacion de Airy (3.5), para la cual todos los puntos
son regulares con R = oo (pues los coeficientes son polinomios). Desarrollando de nuevo alrededor de
xo = 0 obtenemos la expresién

o0 o0 o
D k(k = Depx* 2 = " epxF T =20, + Y [+ 20+ Deggnr — i1 |5 = 0.
k=2 k=0 =1
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Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x obtenemos
c2=0 (3.19)
junto con la relacién de recurrencia
+2)(+ Dejya =c1-1, [ =1,2,.... (3.20)

Nétese que ahora la relacién de recurrencia relaciona c¢; con ¢; 3. De esta propiedad y la ecuacién (3.19)
se sigue que

]c3k+2:o, k=0,1,2,...]. (3.21)

Ahora cg determina todos los coeficientes de indice multiplo de 3, mientras que ¢ determina los coe-
ficientes c3x4+1 con k = 1,2,.... Mds concretamente, para calcular c3; reescribamos la relacién de
recurrencia (3.20) en la forma

3k(3k—1)C3k=C3k_3, k=1,2,
Sico # 0 se tiene

C3k _ C3k C3k—3 €3 _ 1 1 1

o Cap—z Cak—e  Co 3-k-Gk—1)3-(k—1)-Gk—4) 3-1-2

o

= , k=1,2,...,
3kKk12.5-.(Bk — 1)

— C3k

relacion valida también para ¢y = 0. Nétese que la expresion anterior es también cierta para k = 0, ya
que en este caso el producto 2 - 5---(3k — 1) tiene cero factores, y por convenio un producto con cero
factores se define como 1. Andlogamente, de (3.20) se sigue que

3k@Bk + 1) 341 = C3k—2 k=12,...,
y por tanto si ¢; # 0 se verifica

C3k+1 _ C3k+1 C3k—2 €4 _ 1 1 1

1 C3k—z Cap—s €1 3-k-Gk+1)3-(k—1)-Gk—2) 3-1-4

1
= |c = , k=1,2,....
kAL T k147 Bk + 1)

Al igual que antes, esta relacion es valida también para k = 0. Por consiguiente la solucién general de
la ecuacién de Airy estd dada por

3k o0 3k

(o, @]
X X
_ . 3.22
v cokz=o k25 Gk 12)3""’4-7 Gk + 1) 22

Como los coeficientes de la ecuacién de Airy son polinomios, el radio de convergencia de las series
(3.22) que definen a u(x) es infinito.

3.1.2 La ecuacion de Hermite

Si en la ecuacién de Weber

¢"+(A—-x*)¢p =0 (3.23)
efectuamos el cambio de variable dependiente
x2
$(x) =e 2 u(x)
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obtenemos la ecuacion de Hermite

u —2xu' +2uu =0\, 2u=i—1€R. (3.24)

Como los coeficientes de esta ecuacion son polinomios, todo punto es regular, y el radio de conver-
gencia de la serie de Taylor centrada en cualquier punto de las soluciones de la ecuacién es infinito. Si
desarrollamos alrededor del origen, sustituyendo

o0
u(x) = Z ckxk
k=0

en la ecuacion obtenemos la identidad
o o o0
Z k(k — l)ckxk_2 -2 Z kckxk +2u Z ckxk =0
k=2 k=1 k=0

que podemos reescribir como sigue:
o
YU +0 + Ve +2(u -l =0.
=0

De esta ecuacidn se obtiene la relacion de recurrencia
T+2)U+Dejyr=-2u—-1D¢, [=0,1,.... (3.25)

Como el coeficiente de ¢;, no se anula para ningtin / = 0, 1,.. ., la relacién anterior determina todos
los coeficientes pares (impares) en términos de cg (c1). Para calcular los coeficientes pares escribimos
(3.25)paral =2k —2 (k =1,2,...), obteniendo

2k(2k — 1) cop = =2 —2k +2) cop—n.  k=1,2,.... (3.26)

Por tanto (suponiendo que ¢g # 0, ya que si co = 0 todos los coeficientes pares se anulan)

Cok _ ok Cok=z G2 22kt 2) 2pu—dkvd) 2
o Cok—n Cok—4 o 2k(2k —1) (2k —2)(2k —3) 2-1
(-2)"
= k) plp —2)--- (n—2k +2)
y entonces
(-2)"
Cok = a0 wpp—2)---(u—2k +2)co|, k=0,1,.... (3.27)

Andlogamente, para los coeficientes impares ¢ 41 la relacion de recurrencia se escribe
2k + D@k) cakyr = 2 =2k + Degg—r, k=12,..., (3.28)

por lo que (si ¢; # 0)

Cok+1 _ Cok+1 Cok—1 €3 _ —2(p—2k+1) 2(u—-2k+3)  2p-1)
C1 Cok—1 C2k—3 C1 (2k + 1)(2k) (2k — l)(2k — 2) 3.2
(-2)F
= (=D —=3) - (u—2k +1).
Ok + 1)!(M Y —=3)- (u +1)
Por tanto
(-2)k

(W=D —3)(u—2k + ey k=01,..., (3.29)

U= ok 1 1)1
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expresion obviamente vélida también si ¢ = 0. Por tanto la solucién general de la ecuacién de Hermite
(3.24) es

u(x) = coup(x) +crui(x),

donde
. (2% %
uo() = D wlu =2+ (= 2k +2) " (3.30)
k=0 ’
y
_y 1 3 2% + 1 (D e 3.31
m(x)—;)(u— J=3) (= 2k + 1) : (3.31)

siendo ambas series convergentes para todo x € R. Las funciones u; (x) (i = 0, 1) son ambas soluciones
de la ecuacién de Hermite (3.24), siendo u¢ una funcién par y u; impar, es decir

ui (—x) = (=) u; (x), i=0,1. (3.32)

Notese que de las expresiones (3.30)-(3.31) se deduce que las funciones u; (x) satisfacen las condiciones
iniciales (3.14) en xo = 0.

Las funciones ug y u1, que como hemos visto anteriormente forman un sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién de Hermite, se reducen a polinomios para ciertos valores del pardmetro p
que aparece en la ecuacion. En efecto, la solucion par ug(x) se reduce a un polinomio si se anula el
coeficiente ¢,y para algin valorde k = 1,2, ..., es decir si

p(p —=2)---(p—2k+2)=0

para algin k. Esto sélo es posible si £t = 2n conn = 0,1,.... En tal caso ¢2,42 se anula en virtud
de (3.27), lo cual implica que ¢4+, = 0si k = n por la relacién de recurrencia (3.26). En definitiva, si
W = 2n la solucién ug en (3.30) se reduce al polinomio

n!  (2x)%*

Nkt
P2n(x)—];)( D o @

donde hemos tenido en cuenta la identidad

2m@2n —2) - 2n =2k +2) = 2Xn(n—1)---(n—k + 1) = 2’<(n i!k)! .
Por el contrario, la solucién impar u; no es polinémica cuando u = 2n, ya que
2n—1)(2n—-3)---2n -2k +1) #0, k=1,2,....
La solucién u serd sin embargo polindmicasi i = 2n+1conn =0, 1,..., yaque entonces c2,4+3 = 0

debido a la Ec. (3.29), lo cual implica (por la relacion de recurrencia) que cox+3 = 0 para k = n. En
este caso la solucién u; se reduce al polinomio

n! (zx)2k+1
n—k)! 2k + 1)

Pasi(0) = 3 3D
k=0

De nuevo, para estos valores de u la solucién par ug no se reduce a un polinomio.

Cuando la solucién u; (i = 0, 1) no se reduce a un polinomio (en particular, si & # 0,1,2,...),
se prueba la correspondiente solucién ¢; (x) = e’/ 2u; (x) de la ecuacién de Weber (3.23) no es nor-
malizable [EDI2009]. En cambio, si u = n = 2k +i,conk = 0,1,2,..., entonces la ecuacién de
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Weber (3.23) tiene una udnica solucion linealmente independiente normalizable (proporcional a ¢;), de
energia

h 1
E——wk——(2u+1)—hw(n+2) n=0,1,2,.... (3.33)

Esto demuestra que las energias de los estados ligados del oscilador arménico cuantico estan dadas por
la expresion (3.33). Dicha expresion fue deducida empiricamente por Planck en 1900 para explicar la
distribucion de frecuencias del espectro de radiaciéon de un cuerpo negro, y con ella puede decirse que
comenzé la Mecdnica Cuéntica.

Los polinomios de Hermite H;(x) (k = 0, 1,...) son proporcionales a los polinomios Py (x) que
acabamos de introducir. M4s precisamente, los polinomios de Hermite se suelen definir mediante las
férmulas

2
H2n(x) = ( l)n ( Pzn(x) Z( 1)k+n (2k)$ (n) ) )2k

i (2 ) 2n—2i
_Z(_)z'(2n 3 @07

n

| |
Hanar (9 = 20" 2028 o) = Y (e o L ke

k=0
n
— Z(_l)l : (271 + 1)' : (zx)2n+1—2i )
: i'2n+1-2i)!
i=0
Ambas féormulas se pueden englobar en la siguiente:
[k/2] i
(=Dk! k—2i
H = — (2 L, k=0,1,... |, 3.34
k() ;mk—zm“) (334)
donde [x] denota la parte entera de x (mayor entero menor 6 igual que x). Al ser Hy, proporcional a Py
paratodo k = 0,1,..., Hj es solucion de la ecuacion de Hermite (3.24) con = k, es decir,
H! —2xH_ +2kH=0|, k=0.1,.... (3.35)

Los primeros polinomios de Hermite son:

Ho(x) =1

Hi(x)=2x

Hy(x) = 4x% -2

Hs(x) =8x3—12x

Hy(x) = 16x* —48x2 +12.

Los polinomios de Hermite satisfacen diversas propiedades de interés que resumiremos a continua-
cién (véase [EDI2009] para su demostracién):

e Los polinomios de Hermite estan relacionados con los coeficientes del desarrollo de la funcién
. _,2 .
generatriz F(x,z) = e>*27% en potencias de z. Concretamente:

F(x,z) = ZHk—(x)zk .

!
= k!
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e Los polinomios de Hermite se pueden determinar utilizando la férmula de Rodrigues

dk
Hy(x) = (—1)keX” — ¢
() = (e

2

e [os polinomios de Hermite satisfacen la relacién de recurrencia a tres términos

]Hkﬂ(x) =2x Hy(x) =2k He_1(x)|, k=0,1,....

e [os polinomios de Hermite verifican la siguiente relacién de ortogonalidad en la recta real respecto
., 42
de la funcién peso e :

o0
/ H,(x) Hm(x)e_x2 dx = 2"n! /1t 8pm |.
—0oQ0

3.1.3 La ecuacion de Legendre

Uno de los métodos mds usuales para resolver la ecuacion de Laplace AW = 0 en un sistema de coorde-
nadas ortogonales es el llamado método de separacion de variables En coordenadas esféricas (r, 0, ¢),
el método consiste en buscar soluciones de la forma

R(r)
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas
azaw+1a Qaw+1a2wo
— = —| senf — — 5 =
or ar sen 6 06 a0 sen? 6 d¢2

se obtienen las tres ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:

R~ "D riry =0, (360

0" (¢) + m*Q(¢) =0, (3.36b)
d 2

86:19 0 (sen@ P’(G)) + |:oz(oz +1)— Se’:z Q]P(G) =0. (3.36¢)

En las ecuaciones anteriores, m y « son dos constantes de separacion, y sin pérdida de generalidad puede
suponerse que o = —%, yaque (e + 1) = (@ + %)2 — %. Si en la Ec. (3.36¢) con m = 0 hacemos el
cambio x = cos 6, llamando u(x) = P(6) obtenemos inmediatamente la ecuaciéon de Legendre

A —xHu" —2xu' +a(@+ Hu=0|. (3.37)

Los coeficientes de esta ecuacion

2x ala +1
ai(x) = 12 ap(x) = %; x # *£1, (3.38)

son funciones analiticas en xo = 0, siendo los radios de convergencia de sus desarrollos de Taylor

centrados en dicho punto Ry = R; = 1. Por el Teorema 3.8, la solucién general de la ecuacién de
Legendre se puede expresar mediante la serie de potencias

u(x) =Y cpx®, (3.39)
k=0
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con radio de convergencia mayor o igual que 1. Sustituyendo la serie (3.39) en la ecuacioén de Legendre
obtenemos

(e, ¢]

o o0
(1=x2) > k(e = Degx*2 =2 kepx® +afe+1) Y epxk

kk — l)ck)ck_2 — Z [k(k — 1)+ 2k —a(a + 1)]ckxk
k=0

M

x~
Il
N

Mo

[(1 + )+ Deppa— (10 + 1) —erfe + 1))c,]x’ —0.

~
Il

0

Igualando a cero el coeficiente de xlenla expresion anterior se llega a la relacion de recurrencia
(I+2)(1+ Depya = (104 1) —a(x + 1) [=01,...,
o equivalentemente,
o _la=D@+i+D
i+2 (+201 +1)

La relacién anterior determina todos los coeficientes cpx (respectivamente ¢y 41) en términos de co
(respectivamente c1). Por ejemplo, los coeficientes de las potencias pares estan dados por

¢, 1=0]1,.... (3.40)

—(oc—2k+2)(cx+2k—l)'—(oc—2k+4)(oz+2k—3)m—(oc—2)(oe+3)‘—05(0(+1)c

2k = 2%(2k — 1) 2k —2)(2k —3) 4.3 2.1
1 k
((2k;v a@=2)(@=2%k+2)(@+D@+3) - (@+2%k—Dec. k=01... (4]
Andlogamente,

—(a—2k + 1)@ +2k) —(@—2k+3)(@+2k—-2) —(a—1)(a+2)

C2%k+1 = (2k + 1)2k T k—nek-2) 3.2 “
—1k
= ﬁ(a— Da=3)---(a—=2k+D)(a+2)(x+4)---(x+2k)cy, k=0,1,....
(3.42)
Por tanto, la solucién general de la ecuacion de Legendre se puede expresar como
u(x) = couo(x) + crui(x),
donde las soluciones ug y u; verifican las condiciones (3.32) y estan dadas por
up(x) = Z(_ )k(x 2)---(a—2k—|—2)(a+1)(a+3)-~(a+2k—1)x2k (3.43)
’ (2K)! '
y
o (=D
up(x) = k;m (@ — 1) —3) (a0 — 2k + (o + 2) (@ + 4) -~ (o + 2k) x2KT1| | (3.44)

siendo ambas series convergentes para |x| < 1. Para x = +1 (es decir, 8 = 0, ), no estd garantizada
la convergencia de las series anteriores. De hecho, puede probarse que dichas series divergen en x =
41, salvo para aquellos valores de « para los que se reducen a un polinomio. Al ser o > —%, de las
expresiones (3.43) y (3.44) se deduce que la solucién ug es un polinomio si @ = 2n,conn = 0,1,...,
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mientras que la solucién u es polinémica para « = 2n + 1, conn = 0,1,.... Dichas soluciones
polindémicas son proporcionales a los polinomios de Legendre, definidos por

[k/2] .
1 (kY [2k =20\ 4 s
Pe(x) = 3¢ D (D) <1)( . )x
i=0
En efecto, si « = 2n entonces es facil comprobar que

Pt = 5 (2:) o (x),

mientras que si @ = 2n + 1 entonces

k=0,1,.... (3.45)

n

Pania() = S 1)(2” N 1) ey

Los polinomios de Legendre de grado m4s bajo se calculan ficilmente utilizando (3.45):

P()(x) =1
Pi(x) =x

Pax) = 5 (27~ 1)
P3(x) = %(5)63 —3x)
Pa(x) = %(35x4 —30x2 +3).

Al ser Py proporcional a ug (si @ = k es par) o a u; (si @ = k es impar), dicho polinomio es solucién
de la ecuacion de Legendre (3.37) con o = k, es decir,

(1=x?)P! —2x P +k(k+1) P, =0]|. (3.46)

Los polinomios de Legendre satisfacen propiedades andlogas a los de Hermite. Concretamente:

e Funcién generatriz:

l o0
Fx,2) = ————= = Pr(z)z¥].
V1 —=2xz + z2 kX:;) 2
e Formula de Rodrigues:

Relacién de recurrencia:

[k + DPei1(x) — @k + DxPe(x) + kP (x) =0],  k=0,1,....

Relacidn de ortogonalidad en el intervalo [—1, 1]:

1
2
[1 Pp(x) P (x) dx = 1 Snm |-
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3.2 Puntos singulares regulares

Estudiaremos a continuacién el comportamiento de las soluciones de la ecuacion lineal homogénea de
segundo orden (3.1) en las proximidades de un punto singular xo € R, es decir tal que al menos uno de
los dos coeficientes a; (x) de la ecuacion no es analitico en xg.

Ejemplo 3.12. Posiblemente la ecuacién mds sencilla de la forma (3.1) que es resoluble elementalmente
y tiene un punto singular es la ecuacion de Euler de segundo orden

xzu//—l—poxu/—l—qou:O, Po.q0 € R. (3.47)

En efecto, es claro que si pg y go no son ambos nulos entonces el origen es un punto singular de (3.47).
Por otra parte, la ecuacion se resuelve ficilmente mediante el cambio de variable dependiente

t = log|x|, x#0,
ya que si
y() = u(x)
dx  (de\7!
entonces — = | — = x, por lo que
dr dx
d d d?
d_)t; =u'(x) d—); =xu'(x), dT;; = x2u"(x) + xu'(x).

Por tanto y(¢) satisface la ecuacion lineal homogénea de coeficientes constantes

dy dy
-1 =0, 3.48
12 + (po )dt+610y (3.48)
cuyo polinomio caracteristico es
p()=r*+(po—Dr+qo=r(r—1)+por+qo. (3.49)

Sir; (i =1,2)son las dos raices (posiblemente complejas) de (3.49), la solucién general de la ecuacién
(3.48) estéd dada por

c1e"t 4 cpe™t siry #ry, ri,r2 €R
y(t) =S (c1 +cat)e’, sirm=rmn=rekR
(cicos(B1) +casen(B1))e?, sirip,=a=+ifeC.

Por tanto, la solucién general de la ecuacién de Euler (3.47) es

cr x|t + e |x]2, siry #rp, ri,rp €R
u(x) = 4 (c1 + ez logx[)|x|", sirp=r,=reR (3.50)
[cl cos(Blog|x|) + c2 sen(f log |x|)]|x|°‘ , sirp=axifpeC.

Obsérvese que para ciertos valores de las raices r; y 2 (0, lo que es lo mismo, de los coeficientes pg
y qo), algunas o incluso todas las soluciones de la ecuacién de Euler (3.47) pueden ser analiticas en
x = 0, aunque los coeficientes de la ecuacién no lo sean. Mds concretamente, si 71 7% rp son enteros
no negativos entonces todas las soluciones son analiticas en x = 0, mientras que si ¥y = rp = r €s un
entero no negativo entonces hay una séla solucion linealmente independiente analitica en x = 0, a saber
u(x) = x”. (;Por qué se puede sustituir |x|" por x”i en (3.50) si r; es un entero impar?)
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A pesar de que la ecuacioén de Euler (3.47) no admite en general una solucién analitica en el punto
singular x = 0, es evidente que siempre posee al menos una solucion de la forma

u(x) = |x[",

siendo r una de las raices del polinomio caracteristico (3.49) (evidentemente, si r;,» son complejas
entonces esta solucién es también compleja). Podria pensarse que si xg es un punto singular de la ecua-
cién (3.1) entonces dicha ecuaciéon admite siempre alguna solucién no trivial de la forma

u(x) = |x — xo|" v(x). (3.51)
con v analitica en x¢. El ejemplo siguiente demuestra que esto no es cierto en general:

Ejemplo 3.13. Consideremos la ecuacion

3
x2u” +u — i 0, (3.52)

que evidentemente tiene un punto singular en x = 0. Supongamos que la ecuacién admitiera una solucién
de la forma

u(x) = [x|" v(x).

con
o0
v(x) = Z ckxk
k=0

analitica en x = 0. Nétese que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢o # 0, ya que en caso
contrario bastaria redefinir adecuadamente r. Si x > 0, podemos expresar la solucion anterior mediante
la serie

o
u(x) =Y xF. x>o0. (3.53)
k=0

Sustituyendo en la ecuacién obtenemos
[e.¢] o0 3 o0
Z(r +h)(r + k — Degx™ T + Z(r + k)epx TR — 1 Z cpx" Tk
k=0 k=0 k=0

o0
= reox 4+ 3+ 000+ k=D = Der + K + Deea [+ =0,
k=0

1

Igualando a cero el coeficiente del término en x”~* se obtiene la condicion r = 0. El coeficiente del

término general x” th = xkconk =0,1,... proporciona entonces la relacién de recurrencia
1 3
(k+1)Ck+1=—k+§ k—i Ck k=0,1,

La ecuacién anterior determina todos los coeficientes ¢ conk > 0,yaquek+1 £ Oparak =0,1,... .
Ademas, al ser (k + %)(k — %) # Oparak = 0,1,..., todos los coeficientes ¢; son no nulos, por lo
que (3.53) es una serie infinita. Por el criterio del cociente, el radio de convergencia de dicha serie estd
dado por

k+1

= mm o =
koo (k + 1)k — 2)

R = lim

k—o00

Ck+1

Luego la serie (3.53) s6lo converge en x = 0, y por tanto la ecuacién (3.52) no tiene ninguna solucién
de la forma (3.51) con v analiticaen x = 0.
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Supongamos que xo es un punto singular de la ecuacién (3.1), de modo que no es aplicable el Teo-
rema 3.8. Veremos mds adelante que la ecuacién (3.1) admite al menos una solucién no trivial de la
forma (3.51), con v analitica en x¢, siempre que sus coeficientes a; (x) (i = 0, 1) sean de la forma

p(X) o qx)
ai (X) XO ’ aO('x) - (X _xO)z

X% xp, (3.54)

con p y g funciones analiticas en xy.

Definicion 3.14. Diremos que un punto singular x¢ de la ecuacién (3.1) es un punto singular regular
de dicha ecuacion si sus coeficientes son de la forma (3.54), siendo p y g funciones analiticas en xg.

En otras palabras, para que una singularidad x¢ sea un punto singular regular de la ecuacién (3.1) las
funciones p y g definidas por

p(x) = (x—xp)ar(x),  gq(x) = (x —x0)%ao(x) (3.55)

para x # Xxo y
p(xo0) = xli)ﬂ;o [(x — x0)a1(x)] = po. q(xo) = xli{go [(x — x0)*a0(x)] = q0

han de ser analiticas en xg. Por ejemplo, es inmediato comprobar que xo = 0 es un punto singular regular
de la ecuacién de Euler (3.47), con p(x) = po y q(x) = go funciones constantes. Por analogia con la
ecuacién de Euler (3.47) (cf. la Ec. (3.49)), si x¢ es un punto singular regular de la Ec. (3.1) se define su
polinomio indicial mediante

(F(r) = (3.56)
con pg v qo dados por la férmula anterior.
Ejemplo 3.15. Consideremos la ecuacién
"+u' +log|x|u=0. (3.57)

Todo punto xo # 0 es un punto regular, ya que los coeficientes de la ecuacién

1 log |x
a =1, am="2" "

son funciones analiticas en xo # 0. En efecto, 1/x es el cociente de las funciones analiticas 1 y x, siendo
el denominador no nulo en xg. De hecho, la serie de Taylor centrada en x¢ de 1/x se puede calcular por
métodos elementales:

1 1 1 (—1)k i
T T N X —Xxo)", x — xo| < |xo].
X (x—xo)+xo X0 1+x—x0 /;) lg+1 ( 0) | ol <lxol

X0

Por otra parte | | es analitica en xo # 0, al ser el producto de dos funciones analiticas en xo (1/x y
log | x]). Recuerdese que log |x| es analitica en todo punto xg # 0, ya que

X —Xxp| |lx—x | |xol X=X
log |x| = log|xo| + log |1 + = o g|x0|+10g( r 0)
0
(_ )k+1 X
= log |xo| + Z (x —x0)", |x—x0| <|x0].
0

El punto xo = 0 es un punto singular de la ecuacién (3.57), ya que es singularidad de ambos coeficientes
de la ecuacién. Para que dicho punto sea un punto singular regular, las funciones

p(x) =xai(x) =1,  q(x) =x?ag(x) = xlog|x| (x #0),
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han de ser analiticas en 0. Pero esto es falso, ya que aunque p es analitica (constante) en R, y existe
lim g(x) =0,
x—0

g no es ni siquiera una vez derivable en el origen. Por tanto, O es un punto singular irregular de la
ecuacion (3.57).

El siguiente teorema, debido a G. Frobenius (1874), es de gran importancia practica, ya que describe
con gran precisién el comportamiento de las soluciones de la ecuacion lineal homogénea (3.1) en las
proximidades de un punto singular regular xg. Por sencillez, supondremos que xo = 0 (lo que siempre
puede conseguirse con el cambio de variable independiente 1 = x — Xg), y por tanto escribiremos la
ecuacion (3.1) en la forma

x2u” + xp()u’ + qg(x)u =0/, (3.58)
con
o0 o0
P =Y Xk, g =) qx*. x| <R. (3.59)
k=0 k=0

Teorema de Frobenius. Sean ry y rp las raices del polinomio indicial (3.56) de (3.58), numeradas
de forma que
Reri = Rersy. (3.60)

Entonces se tiene:

i) Siry Zrpyry —ray ¢ N, la ecuacion (3.58) tiene un sistema fundamental de soluciones de la
forma
wi(x) = |x["vi(x), i=12, (3.61)

con v; analitica en 0y v; (0) = 1.
ity Siry = rp =r, (3.58) admite el sistema fundamental de soluciones
ur(x) = [x["vi(x),  u2(x) = ur(x) log|x| + x| va(x), (3.62)
con v; analitica en 0, v1(0) = 1 y v2(0) = 0.
iii) Siry —rp =n € N, (3.58) posee el sistema fundamental de soluciones
1 (¥) = [0 (x), wa(x) = (sgnx)eur () log x| + [xPva(x),  (3.63)

con v; analitica en 0, v; (0) = 1 y ¢ € R constante (posiblemente nula).

En todos los casos, el radio de convergencia de la serie de Taylor centrada en 0 de v; (i = 1,2) es
mayor o igual que R.

Noétese que en el caso i) las raices pueden ser complejas, es decir 71 » = a=%if. En tal caso es conveniente
reemplazar las soluciones complejas (3.61) por el sistema fundamental de soluciones reales

e[ [w1 (x) cos(B log |x]) + x w3 (x) sen(B log ) |

(3.64)
/w1 (x) sen(B log [x]) — xwa(x) cos(B log|x]] .

donde de nuevo w; es (real) y analitica con radio de convergencia al menos R en 0, y w;(0) = 1.
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Demostracion. Nos limitaremos a dar a continuacién una justificacién heuristica del teorema de Frobe-
nius, evitando entrar en detalles técnicos como, por ejemplo, la verificacién de la convergencia de las
series que utilizaremos. La idea de la prueba es ensayar una solucién del tipo

o0
u(x) = |x|" Y cpx®.  conco #0, (3.65)
k=0

e intentar calcular el exponente r y los coeficientes ¢; sustituyendo (3.65) en la ecuacién (3.58). Para
fijar ideas, supondremos en lo que sigue que x > 0. Sustituyendo entonces (3.65) en (3.58) se obtiene

i(k + )k +r — Degxkt + (i pjxj>( i(k + r)ckxk+r> + (iqjx])( i ckxk+’)
j=0 k=0 j=0 k=0

k=0
I

=3[+ 00U +r=Der+ 3 (+ o+ ai)e ] =0,
[=0 k=0

Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x se obtiene

I

C+rd+r—De+ Y [k+r)pi—g +qi—k]ex =0.  1=0.1..... (3.66)
k=0

Haciendo / = 0 queda
[r(r — 1)+ por + qo]c() = F(r)co =0,

Fn=0) )

La ecuacién (3.67) implica que r sélo puede ser igual a una de las dos raices r1 2 del polinomio indicial.
Sil =1,2,... reescribimos (3.66) como

y por tanto

I-1
[C+nA+r=D+U+r)po+qo)e == [k+rp—i+q—klex. 1=12.....
k=0

Teniendo en cuenta la definicién del polinomio indicial (3.56) se obtiene finalmente la relacién de recu-
rrencia

-1
Fr+Dep == [k+npx+aqile. 1=12..| (3.68)
k=0
Sir = ry, es facil ver que la ecuacién anterior determina todos los coeficientes ¢; con/ = 1,2,... en
términos de cg. En efecto, la condicién necesaria y suficiente para que esto ocurra es que ¢; se pueda
despejar de (3.68) en términos de ¢, ...,c;_1 paratodo ! = 1,2,... . A su vez, esto es equivalente a
que
F(ri+1)#0, [=1,2,....
Si esto no se cumpliera para algin / = 1,2,... entonces F tendria la raiz r, = r; + 1 con Rer, =

Rer; +1 > Reryq, en contra de la definicién (3.60) de r;. Esto demuestra que la ecuacion (3.58) siempre
posee una solucién no trivial de la forma

up(x) = x" vy (x) (x >0) (3.69)

con

o0
vi(x) =Y ex,
1=0
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donde los coeficientes c; se determinan en funcién de c¢g mediante la relacion de recurrencia (3.68). Se
demuestra que la serie de potencias que define a v tiene radio de convergencia mayor o igual que R,y
que por tanto vy es analitica en 0. Ademds, podemos suponer sin pérdida de generalidad que co = 1, es
decir v1(0) = 1. Noétese que si r; — rp ¢ N, se cumple también la condicion

F(ra+1)#0, [=1,2,....
Por tanto en este caso la ecuacién (3.58) posee también una segunda solucién de la forma
uz(x) = x2va(x) (x> 0)

con vy analiticaen 0y v2(0) = 1. Si r, # r; es obvio que esta solucién es linealmente independiente de

la anterior, ya que el cociente de ambas soluciones no es constante (es de la forma x"2~"1 por una funcién

analitica que vale 1 en el origen). Con esto queda por tanto probado el primer apartado del teorema.
Supongamos a continuacién que

r—ry,=n conn=0,1,....

Utilizando la solucién (3.69) podemos construir una segunda solucién linealmente independiente de la
ecuacién aplicando la férmula (2.53), es decir

us(x) = ul(x)/ e/ a1@ds g (3.70)

2(t)

Al ser el origen un punto singular regular de la ecuacion (3.58) se tiene

t
/m(s)ds:/ PS) 45 = pologt + (1)
siendo

§ k—1 E k

Se demuestra que ¢(¢) es una funcién analitica en el origen, con ¢(0) = 0. Sustituyendo en la férmula
(3.70) se obtiene

—()

X
Up(x) = ul(x)/ gmpo—2ri & o dr = u;(x) / P02y (1) dr 3.71)

con o -

—o(t

Y= —5—=> bt*

1 (t) k=0

analitica en el origen (cociente de dos funciones analiticas con denominador no nulo en 0) y
e—¢(0)
bo = y(0) = 20) =1#0.

De la definicién (3.56) del polinomio indicial F(r) se sigue que
ri+rmn=1-py = —po—2rn=rp—rn—-1=-n-1.

De (3.71) se deduce por tanto que

3 (x) = ui (x) / Ly (6 dr = g (x) / S bkl
k=0

o0
= by uy(x)logx + up(x) Z kaknxk_” = by up(x)logx + x"2w(x), (3.72)

k=0
k#n
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con

b
k_xk.
—n

wx) =vi(x) Y o
k=0

k;zén

De nuevo, se demuestra que w es analitica en el origen, siendo

Esto demuestra los dos ultimos apartados del teorema de Frobenius, ya que si n = 0 el coeficiente del
término u(x)logx es by = 1. O

Igual que en un punto regular, los coeficientes de las funciones analiticas v; que aparecen en el teore-
ma de Frobenius se obtienen sustituyendo en la ecuacion diferencial (3.58) las expresiones (3.61)—(3.63).
Sin embargo, si las raices de la ecuacidn indicial difieren en un entero aparece la dificultad adicional de
la posible presencia de un término logaritmico, que sélo es segura si la ecuacién indicial tiene una raiz
doble.

Siry —rp = n € N, para determinar si aparece o no un término logaritmico en la segunda solucién
u>(x) lo mas eficiente es empezar asumiendo que dicho término no aparece, y buscar por tanto una
solucién del tipo

o0
X2 oxk (x>0 (3.73)
k=0
concg #0.Como F(rp +1) #0paral = 1,2,...,n — 1, larelacion de recurrencia (3.68) determina
los coeficientes c1, ..., cy—1 en funcidn de ¢g. Para [ = n, sin embargo, F(r, +n) = F(r1) = 0, y por

tanto la relacién de recurrencia se reduce a la ecuacion
n—1
Z [(k 4+ r2) Pn—k + dn—i|ck = 0. (3.74)
k=0

Si los coeficientes cg, ..., cy—1 calculados precedentemente no verifican la ecuacién anterior, hemos
llegado a una contradiccién, y por tanto ha de haber necesariamente un término logaritmico en la segunda
solucién (es decir, ¢ # 0 en (3.63)). Por el contrario, si se cumple (3.74) la relacién de recurrencia
permite calcular ¢; con [ > n, yaque F(r, +1) # 0 paral > n. Nétese que el coeficiente ¢, es
arbitrario. Pero esto es 16gico, ya que ¢, multiplica a x"21" = x'1, y el coeficiente de este término se
puede asignar a voluntad afiadiendo un multiplo adecuado de la primera solucién (3.69). En definitiva, la
condicion necesaria y suficiente para que haya una segunda solucion de (3.58) del tipo (3.73), es decir
sin término logaritmico, es que se cumpla (3.74).

Supongamos a continuacién que r; = rp = r, por lo que la presencia del término logaritmico esta
garantizada. Para calcular la segunda solucion en este caso, sean ¢;(s) (I = 1,2,...) los coeficientes
determinados por la relacién de recurrencia (3.68) con r = s, es decir

-1

F(s+Dci(s) ==Y [k +9)pi—i + qi—iJex(s).  [=1.2..... (3.75)
k=0

junto con la condicién c¢o = 1. Nétese que esta relacion determina todos los coeficientes cj(s) sir — s ¢
N, ya que F s6lo se anula en r; en particular, los coeficientes estdn definidos para |s — r| < 1. Si se
cumple esta condicién s no es una raiz del polinomio indicial, y por tanto la funcién

u(x,s) =x°* Z c(s)x* (x >0)
k=0
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no es solucion de la ecuacion (3.58). M4s precisamente, teniendo en cuenta la forma en que se obtuvo la

relacion de recurrencia (3.68) es facil ver que
L[u(x, s)] = x2u" 4+ xp(x)u’ + g(x)u = F(s)x*.
Derivando esta ecuacion respecto de s y haciendo s = r se obtiene:

0

os

L[u(x,s)] =1L |:8%

u(x,s)] = F'(r)x" + F(r)x"logx =0,

S=r s=r

ya que r es por hipdtesis raiz doble de F. Esto prueba que la funcién

o0 o0
o u(x,s) =u(x,r)logx + x” Z c,’c(r)xk =|uy(x) logx + x” Z c,/c(r)xk

s=r k=0 k=0

es solucion de la ecuacién lineal homogénea (3.58) si r es una raiz doble del polinomio indicial (3.49).

3.2.1 La ecuacion de Bessel

La ecuacion

x2u” + xu' + (x2=vHu =0|, x>0,

(3.76)

donde v = 0 es un pardmetro real, recibe el nombre de ecuacion de Bessel. Esta ecuacién es de gran
importancia en Fisica, ya que se obtiene al separar variables en la ecuacion de Laplace en coordenadas
cilindricas (donde x representa la coordenada radial). El origen es un punto singular de la ecuacién de
Bessel, ya que a1 (x) = 1/x no es analitica en x = 0 (tampoco lo es ag(x) = 1 — (v/x)?, si v > 0). De

hecho, este punto es singular regular, ya que (3.76) es de la forma (3.58) con

p) =1,  qx)=x>—1?

funciones analiticas en O (polinomios). Como

po=1, qo=—v2,

el polinomio indicial es
Firy=r(r—1)+r—1*=r>—12.

Las raices del polinomio indicial son por tanto
r =v, rp = —Vv
(recuérdese que r; siempre designa a la raiz de parte real mayor), siendo su diferencia
ra—rp=2v.

Busquemos, en primer lugar, la solucién del tipo (3.65), que en este caso serd de la forma
o0
up(x) = Z cpxkty (x>0).
k=0

Sustituyendo en la ecuacién de Bessel se obtiene
o0 o0
Z [(k +v)(k+v—1)+ (k +v)— vz)]ck xktv 4 Z cpxktvT2
k=0 k=0

o0
= (14 2v)cx T+ Z [1(I +2v)e; + cl_z]xl+“
=2

3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x en el miembro derecho de esta expresion obtene-
mos la condicién
c1 =0, (3.82)

junto con la relacién de recurrencia

A +2v)e;=—cp.  1=23,...] (3.83)

Como (3.83) relaciona el coeficiente ¢; con ¢j_», los coeficientes pares (impares) son proporcionales a
co (c1), de donde se deduce que

]czkH:o, k:o,l,...\. (3.84)

Llamando
Cor = by, k=0,1,...,

la relacién de recurrencia (3.83) se transforma en

]4k(k+v)bk=—bk_1, k=1,2,...| (3.85)

Como el coeficiente de by en esta relacién no se anula para ningin k > 0 (ya que v = 0), (3.85)
determina todos los coeficientes by con k = 1,2,... en términos de bg. Mds concretamente, de (3.85)
se obtiene facilmente

_ (-DF b
B R IO

b k=1,2,...1 (3.86)

Tomando by = 27 obtenemos la siguiente solucion de la ecuacion de Bessel:

B ° (=1)k X\ 2k4v
41 (x) _kgok!(v+k)---(v+2)(v+1) (5) ' (3-87)

Por el teorema de Frobenius, la serie que define esta funcion es convergente para todo x € R, ya que
los coeficientes p y ¢ son polinomios. (Esto también se puede comprobar directamente en este caso
utilizando el criterio del cociente.)

Para simplificar los coeficientes en la formula anterior utilizaremos algunas propiedades de la fun-
ciéon gamma de Euler, definida por

o0
I'(2) =/ 12 le™ dr |, Rez > 0. (3.88)
0

La integral converge absolutamente si z = x + iy con x > 0, ya que

oo oo 1 o0
[ 127 e dr = / t*le7ldr = / t* et de +/ *letdr =1L+ 1,
0 0 0 !

. . . 1 — .
siendo I; e I convergentes. En efecto, /1 converge por tener el mismo caracter que fo t*~1 dt, mientras

—t/2

que I lo hace al ser | loo e d¢ convergente y

X~ 1le—t
M ez =0
Se demuestra que la funcién I" definida por (3.88) es analitica en el semiplano Re z > 0. Integrando por
partes se prueba ficilmente que I” satisface la relacion funcional fundamental

Fe+h=2r@) (3.89)
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Como
o0
F(1)=/ eldt=1,
0

de la relacion funcional se deduce inmediatamente que

’F(n—i—l):n!‘ n=0,1,....
Por tanto la funcién I' es una generalizacién del factorial. Por ejemplo, para x = % el valor de esta
funcién es
1 o0 _1 —t t=x2 o0 _x2
r 5) = tT2etdt = 2 e dx = /7. (3.90)
0 0

La funcién I' se extiende facilmente al semiplano izquierdo utilizando la relacién funcional (3.89).
Por ejemplo, si —1 < Re z < 0 entonces se define

donde el miembro derecho estd bien definido y es analitico para z # 0. De esta forma se obtiene una
funcidn analitica en todo el plano complejo, excepto en los puntos z = —k con k = 0, 1,2, ..., donde
se prueba que I tiene polos simples (es decir, diverge como (z + k)~! cuando z — —k). Por dltimo,
se demuestra que la funcién I" no tiene ceros en el plano complejo. Por tanto, la funcién 1/1I” es entera
(analitica en todo el plano complejo), y se anula s6lo en los enteros negativos y en el origen.

I(x)

15

10 |

_ |

| .
-4 -2 2 4

Figura 3.1: Gréfica de la funcién I'(x). Nétense, en particular, las asintotas verticales en los puntos
x=0,-1,-2,....

Utilizando la relacién funcional (3.89) repetidamente se obtiene
Fr+k+D)=@W+k)---(w+2)v+DHI'v +1).

Multiplicando la solucién u;(x) por la constante 1/I"(v + 1) (no nula, ya que v = 0) se llega a la
siguiente solucién de la ecuacion de Bessel (3.76)

B R (=¥ X 2k+v
JV(X)_kz:;)k!F(v—i-k-i—l) (5) . x>0, (3.91)
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que se denomina funcién de Bessel de primera especie y orden v. Nétese que Jo(0) = 1, mientras que
para v > 0 la funcién J,, (x) se anula en el origen (véase la Fig. 3.2):

17,0=0. v>0]|

Sin embargo, J,, s6lo es analiticaen x = 0siv =0, 1,..., yaque x” sélo es analitica en el origen para
estos valores de v.

Hallemos, a continuacién, la segunda solucién. Si

2v#0,1,... |, (3.92)

por el teorema de Frobenius la segunda solucién de la ecuacion de Bessel es de la forma
oo
uz(x) = Z Xk
k=0

Repitiendo el célculo anterior con v reemplazado por —v se obtiene la solucién de la ecuacién de Bessel
dada por

o0 k —
(_1) x\2k—v
Jou(x) = ) | 0, 3.93
v(r) ’;k!F(k—u+l) 2 x> (3.93)
linealmente independiente de (3.91). Por tanto, si 2v # 0, 1,... la solucién general de la ecuacién de
Bessel es
@) = Cily () + C2 T (). (3.94)

con C; y C; constantes arbitrarias.

De hecho, la funcién J_, definida por la Ec. (3.93) tiene sentido para cualquier valor de v > 0. Si
v # 1,2,... entonces 1/I'(1 —v) # 0, y por tanto J_, (x) diverge cuando x — O0siv # 0,1,...
(véase la Fig. 3.2):

»
J_v(.X) x:;o mx (U #0,1,) . (395)

05F

-05

Figura 3.2: Gréfica de las funciones Jo(x) (verde), J ﬁ(x) (azu) y J_ ﬁ(x) (rojo).
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Determinemos ahora la segunda solucién cuando

=01 ]

Nétese que si v = 0 el teorema de Frobenius implica que dicha solucién tiene un término logaritmico,
que puede no aparecer si 2v = 1,2, . ... Distinguiremos dos subcasos, segiin v sea semientero o entero.
En primer lugar, si

1 3
no hay término logaritmico. Esto se podria comprobar estudiando la relacién de recurrencia para la
segunda raiz (—v) de la ecuacidén indicial, o més ficilmente observando que en este caso J_, sigue
siendo solucién de la ecuacién de Bessel (ya que dicha ecuacién no cambia si se sustituye v por —v), y
no es proporcional a J,, (x). En efecto, J, se anula en el origen para v > 0, mientras que la solucién J_,
diverge en 0 como x~V para v = % %, ... (véase la Ec. (3.95)). De hecho, se puede probar que sim € Z
entonces

1 1
Jm_i_%(x) = A, (ﬁ) cosx + By, (ﬁ) senx , (3.96)

con Ay, y By, polinomios. (Se puede probar J,, sélo es una funcion elemental si v es semientero.) Por
ejemplo, si m = 0 entonces

1 2k + 1)!

re+3=k+Hk-5---1rkd)= Ves

donde hemos utilizado las identidades (3.89) y (3.90). Sustituyendo esta expresion en la definicién (3.91)
de J, (conv = %) se obtiene facilmente

2
J1(x) =4/ — senx, (3.97a)
2 X
2
J_1(x) =4/ — cosx. (3.97b)
2 X

En definitiva, la solucién general de la ecuacién de Bessel para v semientero sigue estando dada por la
Ec. (3.94).

Andlogamente se demuestra que

Veamos a continuacién que si

entonces la segunda solucién de la ecuacién de Bessel contiene un término logaritmico. Una indicacién
de este hecho es que si v € N la funcién J_,, es proporcional a J,,. En efecto, en este caso
__ 0 k=01 1
=0, =0,1,...,v—1.
I'k—v+1)

Por tanto

R N Gt V4 N T O X\ 2y
J—“(x)_];k!r(k—vﬂ) (5) _Z(lJrv)!F(lH) (5)

=0

— - (_1)l+v x\2+v _ ) B
_;m(i) =DV L), v=1.2.....

Para probar que en este caso (v € N) hay un término logaritmico, nétese que la relaciéon de recurrencia
para la hipotética solucién

o
us(x) =x7" Z cpxk
k=0
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es simplemente (3.82) y (3.83) con v reemplazado por —v, es decir
c1=0; [I=2v)c; =—cj—n, [=2,3,....
De nuevo, todos los coeficientes impares son cero, y los coeficientes pares by = ¢, se determinan por
dk(k —v) by = —bp_1, k=12,....

Esta relacién determina bq,...,b,—1 en términos de by, siendo todos estos coeficientes no nulos si
bo # 0. Sin embargo, en este caso la relacion que deberia determinar b, se reduce a

0 = _bv—l ’

que es contradictoria, ya que b,,—1 # 0sibg # 0.

Como ya se ha mencionado, si v = 0 en la segunda solucién de la ecuacion de Bessel aparece un
término logaritmico. De acuerdo con el teorema de Frobenius, dicha solucién es de la forma

o0
Uz (x) = Jo(x)logx + va(x) = Jo(x)logx + Z ckxk, con cg =0.
k=0

Sustituyendo esta expresion en la ecuacidon de Bessel para v = 0 se obtiene
(xJg + Jg+xJo)logx +2J5 + xvj +v) +xv2 =0,

o bien, ya que Jy es solucion de la ecuacion de Bessel para v = 0,

xvy + vy +xvy+2J5=0]|. (3.98)

Noétese que en esta expresion no aparece ya ningin término logaritmico, lo que ocurre también en el caso
general. Sustituyendo el desarrollo en serie de potencias de v, en esta dltima ecuacion multiplicada por
X se obtiene

o) oo 00 k _
3 [kt = 1) + Kok + 3 k2 4260 3 (=D (1)2" '_o.
k=1

12
k=0 k=0 k 2
es decir
S Ly CDRE
clx-l—Z( c] 4+ cr_n)x +4Z iz =0. (3.99)
=2 k=1
De esta relaciéon se deduce en primer lugar que ¢; = 0. Como la ultima serie no contiene mas que

potencias pares, la relacion de recurrencia para las potencias impares
2k + 1)%copp1 = —Cop—1 » k=1,2,...
implica que todos los coeficientes impares son nulos:
Cok+1 =0, k=0,1,.... (3.100)

Definiendo by = ¢, e igualando a cero el coeficiente de x2K en (3.99) se obtiene la relacién de recu-
rrencia para los coeficientes pares:

k

1
J— 2 — — —
Kbk = 7 bk—1 + CafrE

k=12,...1. (3.101)
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Multiplicando ambos miembros de esta relacién por (—4)% (k — 1)1? y llamando Bx = —(—4)Kk!2 by se
obtiene

,3k=/3k—1+%, k=1,2,....
La solucidn de esta relacion de recurrencia es inmediata:
1 1
ﬁ=E+ﬁ+ -+ 1+ B, k=12,....
Al ser Bo = —bg = —co = 0 se tiene finalmente

(_1)k+1 k 1
4k k12 I

by = k=1,2,....

Hemos probado por tanto que una segunda solucién linealmente independiente de la ecuacion de Bessel
de orden 0 est4 dada por

k
No(x) = Jo(x) log x — Z = 1) (Z ;) (g)Zk . (3.102)

=1

La funcién Ny se denomina funcién de Neumann de orden cero. Nétese que la funcion Ny, a diferencia
de la otra solucién Jy, no es analitica en el origen, donde se comporta como log x:

No(x) o log x .

En la prictica, en lugar de la funcién de Neumann Ny se suele escoger como segunda solucién lineal-
mente independiente la combinacion lineal de Jo y No dada por

Yo(x) = = [No(x) — log 2~ 7)Jo()]

donde

y = lim ( —logk) = 0,5772156649. . .

k—>o00

-~
||M»
I

Nlr—ﬂ

es la llamada constante de Euler-Mascheroni '. La funcién Yy (que también diverge logaritmicamente en
el origen) se suele denominar funcion de Bessel de segunda especie de orden cero. La solucion general
de la ecuacién de Bessel de orden O es por tanto

’u(x) =

con C; y C; constantes reales.

Parav =n = 1,2,...,un cédlculo parecido al anterior pero algo mas complicado demuestra que una
segunda solucién de la ecuacién de Bessel de orden n linealmente independiente de J, esta dada por la
funcion de Neumann de orden n

1 n—1 (n—k—1)! ;x\2k-n
M) = ytegs =3 3 CE R (5)

k=0
( l)k k+n

100 k+n
A (BT @ e

'Uno de los problemas abiertos mas importantes de la teoria de nimeros es determinar si la constante de Euler—Mascheroni
es o no racional. De hecho, se sabe que si fueray = p/q con p,q € N primos entre si, entonces necesariamente g > 10242080,
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k
(donde se sobreentiende que la suma ) % no aparece si k = 0). De nuevo, es mds habitual usar como
=1
segunda solucién de la ecuacién de Bessel de orden 7 1a funcién de Bessel de segunda especie y orden

n definida por

a) = = [Na(x) = log2 = 1) Ja(@)] .
en términos de la cual la solucién general de la ecuacién de Bessel de orden n = 0, 1, ... estd dada por
u(x) = C1Jn(x) + CoYa(x)|.  C1.C2€R.
Comentario. Si se define
Y, (x) = cos(vm) Jy(x) — J—p(x) ’ bAO L.

sen(v)

entonces J, e Y, forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion de Bessel de orden v
también para v # 0, 1, .... Se demuestra que

Yn(x)zvli_r)l}le(x), n=20,1,...,

lo que explica la eleccion de las constantes en la definicion de Y.

El comportamiento asintotico (para x — o0) de las funciones de Bessel de primera y segunda especie
estd dado por la férmula

Jy(x) ~ icos(x—ﬂ—z),

x—o00 \ Tx 2 4
Y 2 VT 0T
»(x) Mgt p— sen(x—T—Z).

En particular, las funciones de Bessel de primera y segunda especie tienen infinitos ceros en el eje real
positivo, y presentan un comportamiento oscilatorio amortiguado para x — oo.

Las funciones de Bessel satisfacen ciertas relaciones de recurrencia, que se pueden deducir de las
dos identidades

(x" ) = x"Jy_q (3.104)
V0 = —x Tt . (3.105)

Para probar la primera de estas identidades basta utilizar el desarrollo en serie (3.91) de J,,, que propor-
ciona
o0

d & (=Dk2y (x)Z(k+v) _y (=D 2" (k + v) (x)2k+2v—1

v !/ — —
(") 2 KTk +v+1D) \2

U
_ 4 =" Ty,
dx 2 KIT(k+v+1) vl

k=0
La identidad (3.105) se prueba de forma semejante. Las funciones de Bessel de segunda especie Y,, satis-
facen también las identidades (3.104)—(3.105), aunque aqui no demostraremos este resultado. Sumando
y restando las identidades (3.104)—(3.105) multiplicadas por x™¥ y xV, respectivamente, se obtienen las
siguientes relaciones entre funciones de Bessel de distintos indices y sus derivadas:

Jv—1— 1 = 2J1§ (3.106)
2v
J—1+ Jv41 = < Jy. (3.107)

La segunda de estas identidades se puede utilizar para calcular de forma recursiva las funciones de
Bessel de indice v + k (k = 1,2,...) a partir de J,, y J,—1. Por ejemplo, las funciones de Bessel
de indice entero positivo se pueden expresar en términos de Jy y Jy. Del mismo modo, la expresién
(3.96) para las funciones de Bessel de orden semientero se deduce facilmente de la relacion (3.107) y las
ecuaciones (3.97). Nétese, por tltimo, que las funciones de Bessel de segunda especie también satisfacen
las relaciones (3.106)—(3.107), ya que éstas son consecuencia de (3.104)—(3.105).



Capitulo 4

Sistemas dinamicos en el plano

4.1 Resultados generales

En este capitulo estudiaremos un tipo importante de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden en que no aparece explicitamente la variable independiente, que en las aplicaciones
representa normalmente el tiempo. Denotaremos por ello dicha variable como ¢, mientras que x =
(x1,...,Xxp) serautilizado frecuentemente para designar la variable independiente. Utilizaremos también
la notacién usual x para la derivada temporal ‘é—;c.

Definicion 4.1. Un sistema dinamico (o autonomo) en R” es un sistema de n ecuaciones diferenciales

de primer orden de la forma
=), 4.0

donde la funcién vectorial f : R” — R” no depende del tiempo 7.

e Un sistema arbitrario (es decir, no necesariamente autonomo)

d
d—f = g(t.y) 4.2)

puede convertirse ficilmente en un sistema dindmico. En efecto, si y(¢) es una solucién de (4.2),
entonces x(s) = (s, y(s)) es solucion del sistema dindmico

dx

T =@ @)= (1g).
Reciprocamente, las soluciones de este sistema con la condicién inicial #(0) = 0 son de la forma
(z, y(t)), con y(t) solucion de (4.2).

Supondremos en lo que sigue que la funcién f es de clase C! en un abierto U C R”. Por tanto
f, considerada como funcién de R x U — R” independiente de la variable ¢, es de clase C 1 Por
el Corolario 1.14, dado cualquier dato inicial (g9, xg) € R x U localmente hay una tinica solucién
x(t;t9, xo) del sistema dinamico que satisface la condicién inicial

x(o; o, X0) = Xo -
Si t9 = 0, escribiremos normalmente x (¢; xo) en lugar de x(¢; 0, x¢).

Ejemplo 4.2. Uno de los ejemplos mds sencillos y a la vez importantes de sistema dindmico son las

ecuaciones de Newton
r=F(rr), r = (xq,Xx2,X3), 4.3)

que describen el movimiento de una particula de masa unidad sometida a una fuerza externa F indepen-
diente del tiempo. Introduciendo las componentes de la velocidad v; = X; y llamando

6
x = (x1,x2,x3,01,v2,v3) € R®,

89



90 SISTEMAS DINAMICOS EN EL PLANO

las ecuaciones (4.3) se convierten en el sistema dindmico (4.1) con f : R® — R® dada por

f(x) = (vi,v2,v3, Fi(x), Fa(x), F3(x)) .

Definicion 4.3. Una trayectoria del sistema dindmico (4.1) es la grdfica (t, X (t)) de cualquier solucién
x(t), donde ¢ pertenece a un intervalo /.

Nétese por tanto que las trayectorias son curvas en R x U C R”T1, parametrizadas ademas de una
forma especial (es decir, utilizando la primera coordenada como pardmetro de la curva).

Definicion 4.4. Una érbita del sistema dindmico (4.1) es una curva y C U C R” (considerada como
conjunto de puntos) que se puede parametrizar con una solucion x (¢) del sistema (4.1), es decir tal que

, 4.4)

ly=1{x():tel}

para alguna solucién x(¢) del sistema.

Por lo tanto, la proyeccién de una trayectoria (¢, x(¢)) € R x U sobre U C R” es una orbita,
y reciprocamente toda Orbita se puede parametrizar de modo que sea la proyeccién sobre U de una
trayectoria (ver Fig. 4.1).

X2

X1

Figura 4.1: Trayectoria de un sistema dindmico en dos dimensiones (en rojo) y su correspondiente drbita
(en azul).

Definicion 4.5. Se llama espacio de fases del sistema dindmico n-dimensional (4.1) al abierto U C R”
en que f estd definida (y es de clase C'!), mientras que el cilindro R x U C R”*! se denomina espacio
de fases ampliado. Llamaremos también mapa de fases del sistema dindmico (4.1) al conjunto de todas
sus Orbitas.

Ejemplo 4.6. La ecuacion del oscilador arménico (con frecuencia w = 1)
u+u=0
puede escribirse como el sistema dindmico plano (es decir, con n = 2)

)'61 = X2
4.5
X2 = —Xx1, )
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siendo x1 = u y x» = u. El sistema (4.5) es de hecho un sistema lineal homogéneo con coeficientes
constantes X = Ax, donde
0 1
(5.

Por lo visto en el Capitulo 2, la solucién general del sistema es
cost sent) [« acost sent
x(t) = exg = - Thsent ),
—sent cost) \p —asent + fcost
con xo = (a, B) € R2. Las trayectorias del sistema son por tanto las hélices

t > (t,acost + Bsent,—asent + fcost) € R?, teR.

Nétese que las trayectorias son curvas en R3. Las érbitas del sistema son las proyecciones de las hélices
anteriores sobre las dos ultimas coordenadas, es decir las curvas planas parametrizadas por

t (acost + Bsent,—asent + ﬁcost).
Las ecuaciones paramétricas de las érbitas son por tanto
X1 =oacost + fBsent, Xy = —asent + Bcost.
Eliminando el pardmetro ¢ obtenemos la ecuacion implicita de las érbitas
X7+ x3 =a®+ B2,
que representa una familia de circunferencias de centro el origen y radio /a2 + 2.

La siguiente proposicion pone de manifiesto la propiedad fundamental de los sistemas auténomos:

Proposicion 4.7. Si x(t) es solucion del sistema dindmico (4.1) y ¢ € R, entonces x(t + ¢) es también
solucion de dicho sistema.

Demostracion. Si y(t) = x(t + c) entonces

)=kt +co) = f(xt+0)=f(r1).

O

Por el teorema de unicidad, al ser f € C!(U) dos trayectorias del sistema no se pueden cortar, ya
que en caso contrario las soluciones correspondientes a dichas trayectorias tendrian ambas el mismo dato
inicial (el punto de corte). Este resultado es cierto también para sistemas no auténomos. Sin embargo,
los sistemas auténomos satisfacen una condicién mads fuerte:

Proposicion 4.8. Las drbitas del sistema dindmico (4.1) no se cortan.

Demostracion. Supongamos, en efecto, que dos érbitas distintas y; y y» se cortaran en el punto xg € U.
Sean x!(¢) y x2(¢) las soluciones del sistema correspondientes a dichas 6rbitas. Por hipétesis, existen
dos tiempos #1 y ¢, tales que

x(t1) = x2(t2) = xo. (4.6)

Por el resultado anterior, las funciones y!(¢) = x!(¢ + 1) e y2(¢) = x2(t + t2) son ambas solucién del
sistema, y por (4.6) satisfacen la condicién inicial

y1(0) = y*(0) = xo.

Por el teorema de unicidad, y!(t) = y2(¢) en un entorno de ¢t = 0, y por tanto las funciones x! y
x2 parametrizan la misma curva en un entorno de xg (pues x(t) = x2(t + 1o — t1) en un entorno de
t=1). O
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De la demostracion anterior también se sigue que si y es una orbita de (4.1) y x(¢) es una solucién del
sistema que parametriza y, entonces las tnicas soluciones del sistema que parametrizan dicha érbita son
de la forma x (¢ 4-¢) con ¢ € R constante. En otras palabras, la parametrizacion de cualquier orbita de un
sistema dindmico estd determinada salvo por una traslacion temporal. (En lo anterior se sobreentiende
que nos referimos a parametrizaciones de las orbitas con soluciones del sistema.) En particular, el sentido
de recorrido (orientacion) de las Orbitas estd bien determinado, ya que x(¢) y x(¢ + ¢) determinan la
misma orientacion.

De la Proposicion 4.8 se sigue también que las Orbitas cerradas de un sistema auténomo (de clase
C1) han de ser necesariamente curvas cerradas simples (sin autointersecciones). En efecto, si una érbita
cerrada del sistema (4.1) se autointersecara en un punto xg entonces por dicho punto pasarian en realidad
dos o6rbitas distintas del sistema.

e Geométricamente, el sistema dindmico (4.1) admite la siguiente interpretacion sencilla. La funcién
f U C R®" - R”" que define el sistema es un campo de vectores en U C R”, que a cada punto
x de U le asigna el vector f(x) € R” (piénsese, por ejemplo, en el caso n = 3). Si y es una 6rbita
del sistema y x¢ es un punto cualquiera de y, el vector f(xg) es tangente a y en xg, y su sentido
coincide con la orientacion de y (véase la Fig. 4.2). En efecto, si x(¢) es una solucién de (4.1) que
parametriza a y entonces xo = X (fp) para alguin #o, y por tanto (al ser x () solucién del sistema)
X(to) = f(x (to)) = f(xo) es tangente a la curva t — x(¢), es decir a y, en el punto x(f9) = xo.

X2

%

S .

Figura 4.2: Campo de vectores y Orbitas (en rojo) del sistema lineal (4.5).

Proposicion 4.9. Una drbita del sistema (4.1) es cerrada si y sélo si las soluciones del sistema que la
parametrizan son funciones periddicas.

Demostracion. En primer lugar, nétese que la condicion del enunciado tiene sentido, ya que acabamos
de ver que las soluciones que parametrizan una orbita difieren en una traslacion en el tiempo. Si x(¢) es
una solucién de (4.1) de periodo 7' > 0, la 6rbita

y={x@):to<t<ty+ T}

parametrizada por dicha solucion es obviamente cerrada, ya que x(¢9) = x(fo + T'). Reciprocamente,
supongamos que Y es una Orbita cerrada del sistema, y sea x(¢) una solucién que parametrice y. Si la
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6rbita se reduce a un punto, entonces x(¢) es constante y por tanto periédica. En caso contrario, si x(a)
es un punto de y entonces existe un minimo valor de b > a tal que x(a) = x(b), por ser la curva y
cerrada. Esto implica que x(¢) y x(¢t + b — a) son dos soluciones del sistema que verifican la misma
condicidn inicial en ¢ = a. Por el teorema de unicidad, x(¢) = x(t + b — a) para todo ¢, y por tanto la
solucién x () tiene periodo b — a. O

Por definicién, el periodo de una 6rbita cerrada del sistema (4.1) es el (menor) periodo de cualquier
solucidn del sistema que parametrice dicha curva.

Ejemplo 4.10. Las curvas del sistema dindmico (4.5) se pueden escribir como sigue:
x(t) = r(cos(t —tg), —sen(t — tg))

siendo r = /a2 + B%y
o =rcosty, B = rsenty.

Otra parametrizacion de la misma 6rbita es x(¢) = r(cost, —sent). Las 6rbitas son, por tanto, circunfe-
rencias centradas en el origen y orientadas en sentido horario. En este caso, fodas las 6rbitas del sistema
son cerradas y tienen el mismo periodo (27). En general, sin embargo, dos drbitas cerradas distintas de
un sistema dindmico tienen periodos distintos.

Es posible encontrar la ecuacion cartesiana (o implicita) de las érbitas de un sistema sin hallar antes
sus soluciones. Para ello parametrizamos la 6rbita y utilizando como pardmetro una de las coordenadas,
por ejemplo la primera. Por el teorema de la funcién inversa, esto podremos hacerlo localmente en un
entorno de cualquier punto en que X1 # 0, es decir en que f1(x) # 0. La 6rbita vendra por tanto descrita
localmente con una parametrizacién de la forma x; +— (xl,xz(xl), ey Xn (xl)). Para determinar las
funciones x;(x1) (2 < i < n), obsérvese que

dvi _ % _ filx1,x2,...,Xn)
dx;1 X1 fi(x1,x2,...,xn)

, i=2,3,...,n.

La ecuacién diferencial de las drbitas en esta parametrizacion es por tanto el siguiente sistema, en general
no autonomo, de orden n — 1:

dx,- i f,-(xl,xz,...,xn)
dX1 fl(xl,xz,...,xn)’

i =2,3,...,n. 4.7)

Obsérvese que esta parametrizacion solo tiene sentido en puntos en que fj(x) # 0. Por ejemplo, en el
caso de un sistema plano, que normalmente escribiremos

x = f(x,y) 48)
y=2g(xy),
las ecuaciones de las orbitas son
dy  g(x,y) .
LB s #0), (4.9)
dx  f(x,y)
o bien
d , .
v _J@D) ey £0). (4.10)
dy  g(x,y)
Por ejemplo, para el sistema lineal
X=Yy
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estudiado anteriormente, la ecuacién de las 6rbitas tomando x como variable independiente es

dy b
- 5 Y #0,
X y
que es de variables separadas y se integra facilmente:
x2+y?2=c, c=z0eR.

Como ya vimos anteriormente, las érbitas son circunferencias centradas en el origen.

Los tnicos puntos del espacio de fases en que no es posible parametrizar las orbitas tomando como
pardmetro alguna de las coordenadas son los puntos en que todas las funciones f; se anulan simulta-
neamente. Estos puntos, de importancia fundamental para entender el comportamiento cualitativo del
sistema dindmico correspondiente, reciben el nombre de puntos criticos o equilibrios del sistema:

Definicion 4.11. Un punto x¢ € U es un punto critico del sistema dindmico (4.1) si f(x¢) = 0.

Si xo es un punto critico del sistema (4.1), dicho sistema posee obviamente la solucién constante
x(t) = xo, para todo ¢ € R. Esta es la razén por la cual a los puntos criticos de un sistema dindmico
se les llama también equilibrios. Visto de otra forma, un punto critico es una 6rbita del sistema dinami-
co (4.1) que se reduce a un punto. Por la Proposicién 4.8, ninguna 6rbita del sistema puede contener a
un punto critico xg. Obsérvese, sin embargo, que una 6Orbita x (¢) puede “entrar” en un equilibrio x¢ (si

lim x(t) = x¢) o “salir’ de él (si lim x(z) = xp).
—>00 t—>—00

En un sistema dinamico, los equilibrios son los puntos mds interesantes. En efecto, si xo € R” no
es un equilibrio (es decir, si f(xg) # 0) se puede probar que es posible realizar un cambio de variables
local y = Y (x) de forma que en la variable y el sistema dinamico (4.1) se escriba

)}1:1, yzz---:ynzo.
En las nuevas coordenadas y1, ..., y,, las orbitas del sistema en las proximidades del punto yo = Y (x¢)
son simplemente rectas paralelas al eje y;.
Definicion 4.12. Sea x( un punto critico del sistema dindmico (4.1). Entonces:
i) xp es un punto critico aislado si el sistema no tiene ningtin punto critico en un entorno perforado
0 < ||x — xo] < &, con & > 0 suficientemente pequefio.
ii) xo es un punto critico elemental (también llamado simple o no degenerado) si det D f (xo) # O.
iii) xo es un punto critico hiperbélico si todos los autovalores de Df(x¢) tienen parte real no nula.

Proposicion 4.13. xg punto critico hiperbdlico => x¢ punto critico elemental = x¢ punto critico
aislado.

Demostracion. La primera implicacion es trivial, ya que si det Df(x¢) = 0 algtin autovalor de D f(x¢)
es igual a cero, y por tanto xg no es un punto critico hiperbélico. En cuanto a la segunda, por el teorema
de la funcion inversa existe un entorno V' = Bg(xo) de xo en que f es invertible. Por tanto, six € V'y
f(x) =0 = f(xo) entonces x = xy. O

Ejemplo 4.14. Estudiemos cdmo son los puntos criticos del sistema dindmico lineal
X = Ax 4.11)

en términos de la matriz A. En primer lugar, x¢ es un punto critico de (4.11) si y sélo si Axg = 0. Hay
por tanto dos posibilidades:

i) det A # 0. En este caso el tnico punto critico es xo = 0, que es por tanto aislado. De hecho es
elemental, ya que al ser f(x) = Ax lineal se tiene Df(xg) = A para todo x¢. Por dltimo, xg = 0
es un punto critico hiperbdlico si y sélo si todos los autovalores de A tienen parte real no nula.
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ii) det A = 0. Ahora las soluciones de Axp = 0 forman un subespacio lineal (el nicleo de la matriz
A) no nulo, y por tanto hay infinitos puntos criticos no aislados.

La importancia de los sistemas dindmicos lineales estriba en que un sistema dindmico arbitrario se
puede aproximar por un sistema lineal apropiado en las proximidades de cualquier equilibrio xg. En
efecto, por definicién de derivada

f(x) = f(x0) + Df(x0) - (x — x0) + &(x) = Df(x0) - (x — x0) + &(x).,

siendo ||e(x)| “muy pequefio” frente a ||x — x|, es decir tal que

o el o
=30 Jlx = xol

Es razonable por tanto pensar que el sistema dindmico (4.1) se pueda “aproximar” (en un sentido que
precisaremos a continuacién) en las proximidades del equilibrio x¢ por el sistema lineal

]y' = Df(xo0) -y |, (4.12)

siendo y = x — x¢ la desviacion del equilibrio. Diremos que (4.12) es la aproximacién lineal de (4.1)
en el punto critico x¢. El mapa de fases de (4.1) en un entorno de xg y el de su aproximacidn lineal (4.12)
en un entorno del origen deberian ser cualitativamente semejantes. En general, sin embargo, esto sélo es
cierto si el punto critico xo es hiperbélico'. Por ejemplo, puede probarse que si xo es un punto critico
hiperbdlico de (4.1) su estabilidad puede determinarse estudiando la estabilidad de la aproximacién lineal
en xg:

Teorema 4.15. Si xg es un punto critico hiperbdlico del sistema dindmico (4.1), entonces la solucion
constante x tiene el mismo tipo de estabilidad para (4.1) que la solucion trivial para su aproximacion
lineal en xo (4.12).

En otras palabras, x¢ es asintdticamente estable si todos los autovalores de D f(x¢) tienen parte real
negativa, e inestable si algtin autovalor de Df (x¢) tiene parte real positiva.

4.2 Sistemas lineales

En esta seccidn nos centraremos en el estudio de sistemas dindmicos lineales en el plano, de la forma

(;) =4 (;) A= (2‘ 2) e Ma(R)|. (4.13)

’fztrA=a—|—d, 85detA=ad—bc‘ 4.14)

Sean

los invariantes de la matriz A. Discutiremos tnicamente el caso mds interesante en que la matriz 4 es no

degenerada, es decir , y por tanto el origen es un punto critico elemental del sistema lineal (4.13).
El polinomio caracteristico de A es

pAR) =A% —TA +36, (4.15)
con discriminante 72 — 48. Sea X = (x, y), y efectuemos un cambio de variables dependientes real

X =PZ, con P € M>(R) tal que det P # 0.

ntuitivamente, esto se debe a que si el punto critico es hiperbélico una pequefia perturbacién del sistema lo transformara
en un punto critico hiperbdlico. La hiperbolicidad de un punto critico es por tanto genérica.
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Entonces
X=PZ=AX= Z=P 'AX = (P7'4P)Zz

y por tanto Z(¢) es solucidon del sistema lineal
Z=(P7'AP)Z. (4.16)

Notese que los mapas de fases de (4.13) y (4.16) son linealmente equivalentes, ya que se pasa de uno al
otro mediante el cambio de variable lineal X = PZ. Se pueden dar los siguientes casos, dependiendo
de c6mo sean los autovalores de la matriz A:

(I.a) de distinto signo
(I.b.1) distintos

(I.b) del mismo signo { (I.b.2) iguales, con 4 = A1
(I.b.3) iguales, con A # Al

(I) reales

(Il.a) parte real no nula

II) complejos conjugados
@ Pl e {(H.b) parte real nula

(I) Autovalores reales <= 1> — 48 =0

En este caso se puede escoger la matriz P de modo que sus columnas formen una base de Jordan de A.
Entonces

_ A1 O
1 (M
P AP—J—((9 lz)’ 4.17)
siendo A1 < A, los dos autovalores de A, con ¢ = 0si A1 # Ay o si A es proporcional a la iden-
tidad, y ¢ = 1 en caso contrario. Obsérvese que, por la invariancia de la traza y el determinante bajo
transformaciones de semejanza,

T=A1+As, 8 =A1Asa. (4.18)

(I.a) Autovalores de signos opuestos <= § <0
Nétese que § < 0 = 12 — 48 > 0. Si Z = (21, 22), la solucién general del sistema en Z es

ME gy = et (4.19)

i1 = 1€
con A; < 0 < Ay y cq, ¢y constantes arbitrarias. La ecuacion cartesiana de las orbitas se deduce facil-
mente de la anterior: N
A2
z2 =clz1|*, ceR, (4.20)
junto con z; = 0 (en realidad, se trata de las dos drbitas {z; = 0,z > 0} y {z1 = 0, z2 < 0}, junto con
el origen). Nétese que las dos soluciones

Z(t) = £(1,0)eM!

parametrizan el eje z; (menos el origen) y “entran” en el punto critico (el origen), al ser A; negativo,
mientras que las soluciones
Z(t) = £(0, 1)e*?!

parametrizan el eje z, y “salen” del origen (al ser A, > 0). Si efectuamos la transformacién lineal
X = PZ para pasar a las variables originales X = (x, y), el mapa de fases es semejante. En particular,
los ejes z1 y z2 se transforman en dos rectas dirigidas en la direccidn de los dos autovectores linealmente
independientes de la matriz A. En este caso se dice que el origen es un punto de silla del sistema (4.13)
(véase la Fig. 4.3).
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/

Figura 4.3: Mapa de fases de un sistema lineal con un punto de silla en el origen.

(I.b) Autovalores del mismo signo < 2—-46=0, §>0

Nétese que las desigualdades § > 0y 2 — 48 > 0 implican que t # 0. Por (4.18) los dos autovalores
tienen el mismo signo que 7. Es conveniente distinguir los siguientes subcasos:

(Lb.1) Autovalores distintos <= t> —48 >0, § >0

La solucién del sistema y la ecuacién de las orbitas todavia estdn dados por (4.19) y (4.20), respectiva-
mente. Sin embargo, al ser los dos autovalores de igual signo, todas las soluciones tienden al origen para
t > o00sit <0 (esdecir,sid; < Ay <0),0oparat — —ocosit > 0(0 < A1 < A3). Nétese ademas
que si T > 0y c; # 0 entonces

Zz(l)_ lim Aaco cGa—An)t

1 - = =0.
t—>—o00 Z1(t) t——00 AjCy

Por tanto si T > O todas las Orbitas excepto la recta z; = O salen del origen con pendiente cero.
Andlogamente, si T < 0y ¢p # 0 todas las drbitas excepto zo = 0 entran en el origen tangentes al eje
Z2.

En las coordenadas originales X = (x, y), todas las 6rbitas entran o salen del origen segtin sea 7 < 0
6 t > 0. Dichas 6rbitas entran o salen del origen tangentes a la recta paralela al autovector correspon-
diente al menor autovalor en valor absoluto, excepto la recta paralela al otro autovector. Diremos que el
origen es un nodo estable si 7 < 0, y un nodo inestable si > 0 (véase la Fig. 4.4).

(Ib.2) Autovalores iguales (<<= 1> —4§ =0), A=Al

Nétese que la condicién 2 — 4§ = 0 implica que § > 0, ya que estamos suponiendo que § # 0. Las
soluciones son las rectas X = ve’u, con v € R? arbitrario y A = /2. De nuevo, si t > 0 las 6rbitas
salen del origen, y entran en el origen si 7 < 0. Se dice en este caso que el origen es un nodo propio o
estelar (estable si T < 0, inestable si t > 0).

(Ib.3) Autovalores iguales (<= 1> —45§ =0), A # Al

En este caso la forma canodnica de Jordan de A es

A0 T
() ae

Notese que la matriz A tiene un sélo autovector linealmente independiente, que estd dado por la segunda
columna de P. La solucidn del sistema (4.16) es ahora

71 = cre?, 22 = (e1t + ca)eM (c1,c2 €R).
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<

Figura 4.4: Mapa de fases de un sistema lineal con un nodo inestable en el origen.

La ecuacion de las orbitas es

1
Z2=Z1(Xlog|21|+6), ceR,
junto con z; = 0. (Nétese que A # 0, ya que § = A2 # 0.) De nuevo, todas las érbitas entran en el
origen (resp. salen del origen) si 7 < 0 (resp. > 0). Ademds, si ¢; # 0 entonces

?z(t) _ Acit + (1 + Ac2) =+ c_2_|_l — 400,
z1(1) Acy €1 A) tokeo

por lo que todas las érbitas entran o salen del origen tangentes al eje z>. En las coordenadas de partida
(x, y), las érbitas entran o salen del origen (segiin sea t < 0 6 T > 0) tangentes a la recta determinada
por el autovector de la matriz A. Se dice en este caso que el origen es un nodo de una tangente, estable
si T < 0 e inestable si T > 0 (véase la Fig. 4.5).

<

A
7

Figura 4.5: Mapa de fases de un sistema lineal con un nodo inestable de una tangente en el origen.

(I1) Autovalores complejos conjugados <= 1> — 48 < 0

En este caso los autovalores son 412 = « £ if, con f > 0. Existe por tanto un vector no nulo w =
u +iv € C? tal que
Aw = (@ +if)w. 4.21)
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De hecho, u y v son linealmente independientes, ya que si por ejemplo v = cu, entonces w = (1 +ic)u
implicaria que u es un autovector real de la matriz real A con autovalor o + i complejo, lo cual no es
posible. Tomando la parte real e imaginaria de (4.21) obtenemos las dos igualdades reales

Au = au — v, Av = Bu +av.

Por tanto, si P = (u v), entonces P es invertible y

_ a B
P IAP:(_'B a).

De la invariancia de la traza y el determinante bajo transformaciones lineales se sigue que
T =20, §=a%+ B2, (4.22)

Efectuando el cambio X = P Z obtenemos el sistema lineal en Z

Z1= az1+ Bz
Z; =-p zi + 5 zz : @23
Introduciendo las coordenadas polares
Z1 =rcosf, Zp = rsenfb
se tiene
r’=zi+z; = ri=ziZi+ir=ar® = i=ar
f1=az1+Pz2=rFcosh—(rsenf)d =az;—z,0 = 6=-0.
Por tanto en coordenadas polares el sistema (4.23) se escribe como
F=ar, 0=-p, (4.24)
cuya solucién general es
r = roe*, 0 =6y —pt, ro,0 € R. (4.25)
La ecuacién de las 6rbitas es por tanto
r = roe 8000 (4.26)

Hay dos posibilidades, segtin « (6 7, por la ecuacién (4.22)) se anule o no:

(IL.a) Autovalores complejos con parte real no nula <= t> —48 <0, 7 #0

En este caso o # 0, y por tanto las 6rbitas (4.26) son espirales logaritmicas, y lo siguen siendo en las
coordenadas originales X = PZ (véase la Fig. 4.6). Se dice que el origen es un foco, estable para t < 0
e inestable para t > 0, ya que cuando 7 < 0 las espirales tienden al origen para ¢ — oo, mientras que
si T > 0 esto ocurre para t — —oo. El sentido de giro alrededor del origen de las 6rbitas se determina
facilmente observando cudl es la direccién del vector velocidad AX cuando dichas 6rbitas cortan a uno
de los ejes. Por ejemplo, la componente x del vector velocidad para x = 0 es f(0, y) = b y. Por tanto,
el sentido de giro es horario si » > 0y antihorario si b < 0. Del mismo modo, como g(x,0) = ¢ x el
sentido de giro es horario si ¢ < 0y antihorario si ¢ > 0. Notese que

248 =(a+d)*—4(ad —bc) = (a—d)*> +4bc <0 = bc<0,

y por tanto b y ¢ tienen signos opuestos en este caso.
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(ILb) Autovalores imaginarios puros <= t =0, § >0

Ahora @ = 0y por tanto las 6rbitas (4.26) son una familia de circunferencias centradas en el origen,
que en las coordenadas originales (x, y) se transforman en una familia de elipses centradas en el origen
(véase la Fig. 4.6). Se dice que el origen es un centro del sistema dindmico (4.13). El sentido de giro
alrededor del origen de las 6rbitas se determina como en el caso (IL.a).

7 x

/////X 7

Figura 4.6: Mapa de fases de un sistema lineal con un foco inestable (izquierda) y un centro (derecha)
en el origen (las lineas en rojo son las rectas determinadas por los vectores u y v). Nétese que en ambos
casos b > 0 (6 ¢ < 0), ya que las orbitas se recorren en sentido horario.

En el plano de los parametros (t,§), el conjunto 72 — 48 = 0 representa una parabola. El tipo de
punto critico que el sistema lineal (4.13) tiene en el origen (punto de silla, nodo, foco o centro) estd
determinado por la posicién del punto (7, §) en el espacio de pardmetros en relacién con esta pardbola y
con los ejes coordenados (véase la Fig. 4.7).

Tc—46 =0

Foco est. Foco inest.

Nodo est. ¢ Centro Nodo inest.

Nodo inest.
> T

Nodo est.

Pto. de silla Pto. de silla

Figura 4.7: Tipos de puntos criticos del sistema lineal (4.13) en funcién de los invariantes t y § de la
matriz A.
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4.3 Sistemas no lineales

Consideremos a continuacion el sistema dindmico en el plano

X = f(x,y)

. 4.27)
y=gx.),
donde las funciones f y g se supondran al menos de clase C ! en un abierto U C R?,y sea (xg, yo) € U
un punto critico de (4.27). La aproximacién lineal de dicho sistema en el punto critico (xo, yo) es el
sistema lineal

X =aX +bY
. (4.28)
Y =cX +dY,

siendo (X,Y) = (x —x0.y — Yo) ¥

a b\ _ _ [ fx(x0,v0) fy(x0,Y0)
(c d) = DU).8)(x0. y0) = (gx(XO»yO) gy(xO,yo))' *29

El siguiente teorema relaciona el comportamiento del sistema no lineal (4.27) en las proximidades de
un punto critico elemental (xo, yo) con el de su aproximacion lineal (4.28) en un entorno del origen.
Dicho teorema afirma esencialmente que si f y g son suficientemente regulares en (xg, yo), y dicho
punto critico es hiperbdlico, entonces el sistema original (4.27) y su aproximacion lineal (4.28) tienen el
mismo tipo de punto critico en (xg, yo) y en el origen, respectivamente:

Teorema 4.16. Sea (xq, yo) un punto critico elemental del sistema (4.27), es decir

_ _ _ | Jx(xo0,y0)  fy(x0.y0)
f(x0,y0) = g(x0,y0) =0, det D(f, g)(xo0, yo) = 22 (Xo. o) gJy,(xo,yo) #0.

Entonces se verifica:

i) Si (f.g) € Cy la aproximacion lineal (4.28) tiene un foco o un punto de silla en el origen,
entonces el sistema (4.27) tiene resp. un foco del mismo tipo (es decir, estable o inestable) o un
punto de silla en (xg, yo).

it) Si (f.g) € C? y la aproximacion lineal (4.28) tiene un nodo en el origen, entonces el sistema
(4.27) tiene un nodo del mismo tipo (estable o inestable, de una tangente) en (xg, yo).

iii) Si f y g son analiticas en (xg, yo) y la aproximacion lineal (4.28) tiene un centro en el origen,
entonces el sistema (4.27) puede tener un centro o un foco en (xo, yo).

Nota. Si la aproximacién lineal tiene un nodo en el origen y (£, g) sélo es de clase C1, el sistema no
lineal (4.27) puede tener un foco en (xg, yo). Por ejemplo, esto es lo que ocurre para el sistema

. y

X =—-x-
logr

y=-y+
ogr

en el origen. Analogamente, si la aproximacion lineal tiene un centro en el origen y ( f, g) es de clase C k
(con 1 < k < 00), el sistema no lineal (4.27) puede tener un centro-foco en (xg, yo). Considérese, por
ejemplo, el sistema

X=-y+ xrktl sen(1/r)

y= x+ yrkle sen(1/r)
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en el origen.

Segun el teorema anterior, si la aproximacion lineal (4.28) tiene un centro en el origen el sistema
original puede tener un centro o un foco en (xg, yg) (ain cuando las funciones f y g sean analiticas en
dicho punto). Para determinar en este caso qué tipo de punto critico tiene el sistema (4.27) en (xo, yo) se
pueden usar muchas veces consideraciones elementales de simetria. En efecto, si probamos que el mapa
de fases del sistema (4.27) en un entorno de (xg, yo) es simétrico respecto de alguna recta que pase por
dicho punto entonces (xo, yo) ha de ser forzosamente un centro, ya que una curva de tipo espiral no es
simétrica respecto de ninguna recta.

La simetria mds fécil de caracterizar es la simetria respecto de los ejes coordenados. Por ejemplo,
determinemos una condicién suficiente para que las 6rbitas sean simétricas respecto del eje x, suponiendo
que (xg, yo) = (x0,0) y que el origen es un centro de la aproximacién lineal en este punto. En primer
lugar, para que el campo de vectores ( f, g) sea continuo en el eje x las 6rbitas deben cortar dicho eje con
tangente vertical, es decir

f(x,0) =0 (4.30)

para |x — xo| suficientemente pequefio. En segundo lugar, la simetria respecto del eje horizontal implica
que si (x, y(x)) es una orbita entonces (x, —y(x)) también lo es. Esto significa que si la funcién y(x)

es solucién de
,  8&(x,y)

TR

también lo serd la funcién —y(x). Imponiendo esta condicion se obtiene

d o goy) gl —y)
o () == = @)~ TE o)

para todo x. Esto se cumplira si

gx.—y) _ glx.y)

Jfx.—y) fGy)
Por tanto, una condicién suficiente para que las 6rbitas de (4.27) sean simétricas respecto del eje hori-
zontal es

gx.—y) _ &, y)
fx.—y) Sy’

En particular, ambas condiciones se cumplirén si

£(x,0)=0. 4.31)

S -y =—f(x.y).  glx.—y) =gx.y). (4.32)

es decir si f es impar en y y g es par en dicha variable. Andlogamente, las orbitas de (4.27) son
simétricas respecto del eje y si

g(=x.y) g(x.y)
f(_X,Y) f(X,Y)
0, en particular, si
S =fxy),  gl-xy) =—gx,y).| (4.34)
Ejemplo 4.17. Consideremos el sistema
X =
. ! 3 (4.35)
y=x—x".

En este ejemplo, las funciones

f(x,y)=y, g(X,y)=x—x3
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son analiticas en todo R2. Los puntos criticos del sistema son las soluciones de las ecuaciones

es decir
0,0), (1,0), (=1,0). (4.36)

La matriz jacobiana de ( f, g) es
0 1
D(f;g)(x’y)z(l_?)xZ 0)

Como el determinante de esta matriz, que es igual a 3x2 — 1, no se anula en ninguno de los puntos
criticos, todos ellos son elementales. En el origen, la aproximacion lineal de (4.35) es

();) - (;() 4= ((1) (1)) ' 4.37)

Al serdetA = —1 < 0, el origen es un punto de silla de la aproximacioén lineal (4.37), y por tanto del
sistema original (4.35). Para estudiar el mapa de fases de dicho sistema en las proximidades del origen,
hacemos lo propio con el mapa de fases de la aproximacién lineal (4.37). Los autovalores de la matriz A
son las soluciones de la ecuacién

rk 1=x2—1=0,

1 —A

es decir A = +1. Los autovectores (X, Y) correspondientes al autovalor A = 1 son las soluciones de

() (6)=6)

Se trata, por tanto, de la recta Y = X. Andlogamente se prueba que los autovectores correspondientes
al autovalor A = —1 estdn sobre la recta ¥ = —X. El mapa de fases del sistema lineal (4.37) tiene
por tanto el aspecto de la Fig. 4.8. Volviendo al sistema original (4.35) en el origen, las dos rectas ¥ =
+ X se transforman en dos curvas llamadas separatrices, que salen o entran del origen con pendiente
respectivamente igual a 1 o —1 (véase la Fig. 4.10).

Y

N

2\

Figura 4.8: Mapa de fases del sistema lineal (4.37).

En los dos puntos criticos (1, 0), 1a matriz de la aproximacion lineal es igual a

(2 0):
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La ecuacién de autovalores de esta matriz es A2 + 2 = 0, por lo que el origen es un centro de la
aproximacion lineal de (4.35) tanto en (1,0) como en (—1,0). Al ser las funciones f y g analiticas,
el sistema (4.35) puede tener un centro o un foco en £(1,0). Pero en este caso el mapa de fases es
simétrico respecto del eje horizontal, ya que f(x,y) = y es imparen y,y g(x,y) = x — x> es par
en dicha variable (al ser independiente de y). Como ambos puntos criticos £(1,0) estin sobre el eje

horizontal, dichos puntos son centros del sistema (4.35).

Para dibujar el mapa de fases del sistema (4.35) es conveniente estudiar los signos de las componentes
del campo vectorial (f(x, y), g(x, y)) = (y,x — x?3) en funcién del punto (x, y). Por ejemplo, en este
caso la primera componente es positiva en el semiplano superior y negativa en el inferior, mientras que
la segunda es positiva si x € (—oco,—1) U (0, 1) y negativa cuando x € (—1,0) U (1, 0co). Por tanto la
direccién del campo de vectores es como se indica esquemadticamente en la Fig. 4.9. En particular, dicho
campo es vertical sobre el eje x y horizontal sobre las rectas verticales x = 0, &=1.

Figura 4.9: Direccién del campo de vectores del sistema (4.35).

El mapa de fases del sistema (4.35) tiene el aspecto de la figura 4.10. N6tese que las separatrices que
“salen” del origen con pendiente 1 “vuelven” al origen con pendiente —1, debido a que de otra forma
cortarfan a otra 6rbita.

Figura 4.10: Mapa de fases del sistema (4.35).

En este ejemplo, podemos hacer afirmaciones mds precisas sobre las 6rbitas resolviendo su ecuacion

diferencial

dy _x—x3

dx y
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que es exacta (y de variables separadas) y se integra facilmente:

1 1 1
§y2+1x4—§x2:cl, c1 €R,
0, equivalentemente,
x2—=1)24+2y>=¢, ¢=0. (4.38)

De esta ecuacidén se deduce que el mapa de fases es simétrico respecto de ambos ejes, y todas las érbitas
son acotadas y cerradas. (La simetria respecto del eje y del mapa de fases se podria haber deducido sin
necesidad de hallar la ecuacién de las 6rbitas, ya que g es impary f par en x, resp. Andlogamente, como
f esimpary g par en y, las érbitas han de ser simétricas respecto al eje x.) Los puntos criticos (£1, 0),
por ejemplo, se obtienen para ¢ = 0. Las separatrices son las dos 6rbitas que “pasan” por el origen (m4s
correctamente, tienden al origen para t — +00). Sustituyendo por tanto x = y = 0 en la ecuacién
anterior se obtiene ¢ = 1, por lo que la ecuacién de las separatrices es

2
(ﬁ—w+mﬂ:1¢:y:imh—%.

e Si el sistema (4.27) es exacto, es decir, si el abierto U C R? es simplemente conexo y el campo
vectorial ( f, g) verifica la condicién

Jxt+g =0

en U, entonces los tnicos tipos de puntos criticos que puede tener en U dicho sistema dindmico
son centros y puntos de silla.
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